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-内 容 简 介 


本 书 系 统 介 绍 现 代 非 线性 分 析 的 理论 FARINA. 全 书 共 8 童 ;1. 度 理 论 
SRM AL 难 与 正 不 动 点 13. 单调 算 子 :4. EMTS. 非 线性 最 优化 ;6， 
变 分 不 等 式 17. 临界 点 理论 18, 非 线 性 动力 系统 . AHAB He 
括 了 非 线 性 泛 函 分 析 的 标准 内 容 , 同 时 较 多 地 浊 绍 了 一 些 近 年 来 昌 赵 重要 的 新 
的 非 线性 分 析 方 法 ,以 适应 现代 数学 与 自然 科学 发 展 的 需 槛 . 本 书 一 方面 著 力 
改进 了 基 珊 理论 的 表述 ,全 之 更 适 于 对 初学 者 提供 存 效 导 引 ,同时 以 适当 章节 
巾 分 绍 了 某 些 新 结果 与 研究 动向 , 因 击 为 有 研究 兴 孝 的 读者 架设 起 从 基础 理论 
透 向 研究 前 沿 的 桥 业 . 本 书 熔 理论 .方法 与 应 用 于 一 护 , 可 适应 多方 面 读者 的 需 
要 ,对 于 数学 系 的 高 年 级 大 学 生 及 有 关 理 工科 专业 的 磺 十 生 , FR 
后 可 和 尾 为 教材 使 用 . 在 当代 科学 发 展 进程 中 ,对 于 非 乒 性 分 析 前 日 益 广 路 与 老 
和 近 前 需要 ,已 成 为 一 种 引 估 注 由 的 讲 流 ; 有 这 种 需要 的 科学 技术 工作 者 ,将 发 现 
本 书 可 提供 一 些 有 用 前 理论 工具 . 


Abstract 


The purpose of this book is to provide a systematical treatment 
for the basic theory, methods and some applications of modern 
nonlinear analysis. The book includes eight chapters. The main 
topics are as follows; degree and fixed point theorems; cones, cone 
mappings and positive fixed points ; monotone operators ;convex and 
nonsmooth analysis ;nonlinear optimization ; variational inequalities; 
critical point theory and nonlinear dynamical systems,etc. On the 
one hand the book contains a comprehensive treatment for standard 
results of nonlinear functional analysis, on the other hand it 
provides some new concepts and methods of nonlinear analysis 
which are the subject of great importance and much activity 
recently. The book can serve as textbook or reference for graduate 
students. It can also be consulted by relevent teachers. natural 


scientists and engineers. 


“研究 生 用 书 " 总 序 

研究 生 教材 建设 是 提高 研究 生 教 学 质量 的 重要 环 
节 , 是 具有 战略 性 的 基本 建设 。 各 门 课程 必须 有 高 质量 的 
教材 ,才能 使 学 生 通 过 学 习 掌 握 各 门 学 科 的 坚实 的 基础 
理论 和 系统 的 专门 知识 ,为 从 事 科 学 研究 工作 或 独立 担 
负 专 门 技术 工作 打下 和 良好 的 基础 。 

我 校 各 专业 自 1978 年 招收 研究 生 以 来 ,组 织 了 一 批 
学 术 水 平 较 高 ,教学 经 验 丰 富 的 教师 ,先后 编写 了 公共 
座 .学 位 课 所 需 的 多 种 教材 和 教学 用 书 。 有 的 教材 和 教学 
用 书 已 正式 出 版 发 行 , 更 多 则 采用 讲义 的 形式 逐年 印发 。 
这 些 讲 义 经 过 任课 教师 多年 教学 实践 ,不 断 修改 ,补充 、 
完善 ,已 达到 出 书 的 要 求 。 因 此 ,我 校 决定 出 版 “研究 生 用 
书 ”, 以 满足 本 校 各 专业 研究 生 教学 需要 ,并 与 校外 单位 
交流 ,征求 有 关 专 家 学 者 和 读者 的 意见 ,以 促进 我 校 研 究 
ESRB LE ,提高 教学 质量 。 

“研究 生 用 书 ” 以 公共 课 和 若干 门 学 位 课 教材 为 主 ， 
还 有 教学 参考 书 和 学 术 专 著 , 涉 及 的 面 较 广 ,数量 较 多 ， 
准备 在 今后 数 年 内 分 批 出 版 。 编 写 “* 研 究 生 用 书 ” 总 的 要 
求 是 从 研究 生 的 教学 需要 出 发 ,根据 各 门 课程 在 教学 过 
程 中 的 地 位 和 作用 ,在 内 容 上 求 新 、 求 深 、 求 精 , 每 本 教材 
均 应 包括 本 门 课程 的 基本 内 容 ,使 学 生 能 掌握 必需 的 基 
础 理论 和 专门 知识 ;学 位 课 教 材 还 应 接触 该 学 科 的 发 展 
前 沿 , 反 映 国 内 外 的 最 新 研究 成 果 , 以 适应 目前 科学 技术 
知识 更 新 很 快 的 形势 ;学 术 专 著 则 应 充分 反映 作者 的 科 


。 研 硕 果 和 学 术 水 平 ,阐述 自己 的 学 术 见解 。 在 结构 和 阐述 

方法 上 ,应 条 理 清楚 ,论证 严谨 ,文字 简 燃 ,符合 人 们 的 认 
识 规律 。 总 之 ,要 力求 使 “研究 生 用 书 " 具 有 科学 性 、 系 统 
性 和 先进 性 . 

我 们 的 主观 愿望 虽然 希望 “研究 生 用 书 ” 的 质量 尽 可 
能 高 一 些 ,但 由 于 研究 生 的 培养 工作 为 时 尚 短 , 水 平和 经 
验 都 不 够 ,其 中 缺点 .错误 在 所 难免 , 尚 望 校内 外 专家 学 
者 及 读者 不 音 指教 ,我 们 将 非常 感谢 。 


华中 理工 大 学 研究 生 院 院 长 
Be FE Dite 


1989. 11. 


写 在 1995 = 


在 今天 ,国家 之 闻 的 竞争 是 国家 综合 实力 的 竞争 , 国 
家 综合 实力 的 竞争 关键 是 经 济 实力 的 竞争 ,而 经 济 实力 
的 竞争 关键 又 在 于 科技 (特别 是 高 科技 ?的 竞争 ,科技 ( 特 
别 是 高 科技 ) 的 竞争 归根 结 底 是 人 才 ( 特 别 是 高 层次 人 
才 ) 的 竞争 ,而 入 才 (特别 是 高 层次 人 才 ) 的 竞争 基础 义 在 
于 教育 。“ 百 年 大 计 , 教 育 为 本 ;国家 兴亡 ,人 才 为 基 ,” 十 
六 个 字 、 四 句 话 , 确 是 极其 深刻 的 论断 。 

显然 ,作为 高 层次 人 才 培 养 的 研究 生 教育 就 在 一 个 
国家 的 方方面面 的 工作 中 ,占有 十 分 重要 的 战略 地 位 。 可 
以 说 ,没有 研究 生 教育 ,就 没有 伟 威 雄壮 的 科技 局 面 ,就 
没有 国家 的 强大 实力 ,就 没有 国家 在 国际 上 的 位 置 ,就 会 
挨打 ,就 会 受 压 ,就 会 被 淘汰 ，。 

“ 工 欲 善 其 事 , 必 先 利 其 器 ,” 教 学 用 书 是 教学 的 重要 
基本 工具 与 条 件 。 这 是 所 有 从 事 教 育 的 专家 所 熟知 的 事 
实 。 所 以 ,正如 许多 专家 所 知 , 也 正 是 原来 的 人 “研究 生 用 
书 ” 总 序 }》 中 所 指出 ,研究 生 教 材 建设 是 保证 与 提高 研究 
生 教学 质量 的 重要 环节 ,是 ~- 项 具有 战略 性 的 基本 建设 。 
没有 研究 生 的 质量 ,就 没有 研究 生 教育 的 一 切 。 

REM 1978 年 招收 研究 生 以 来 , 即 着 力 从 事 于 研究 
生 教材 与 教学 用 书 的 建设 。 积 十 多 年 建设 与 实践 的 经 验 ， 


我 校 从 1989 年 起 ,正式 分 批 出 版 “研究 生 用 书 ”。 第 一 任 
= 


研究 生 院 院 长 陈 霸 教 授 就 为 之 写 了 《研究 生 用 书 " 总 
序 》, 表 达 了 我 校 编 写 这 套用 书 的 指导 思想 与 具体 要 求 ， 
“要 力求 “研究 生 用 书 : 具 备 科学 性 .系统 性 、 先 进 性 ”。 第 
二 任 研究 生 院 长 ,也 就 是 当时 我 校 的 校长 黄 树 槐 教授 完 
全 赞同 这 一 指导 和 细 想 与 具体 要 求 , 从 多 方面 对 这 套用 书 
加 以 关心 与 支持 。 

我 是 十 分 支持 出 版 “研究 生 用 书 ” 的 。 早 在 1988 年 我 
在 为 列 入 这 套 书 中 的 第 一 本 , 即 《 机 械 工 程 测试 信息， 
言 号 分 析 》 写 “ 代 序 ?时 就 提出 :一 个 研究 生 应 该 博览 群 
书 , 博 采 百 家 ,县 路 开 益 ,有 上 所 创见 。 但 这 不 等 于 他 在 一 切 
方面 约 能 如 此 ,有 所 不 为 才能 有 所 为 。 如 果 一 个 研究 生 的 
主要 兴趣 与 工作 不 在 “这 一 特定 方面 ,他 也 可 以 选择 一 
本 有 关 的 书 作 为 了 解 与 学 习 这 方面 专业 知识 的 参考 ;如 
果 一 个 研究 生 的 主要 兴趣 在 “这 一 特定 方面 ,他 更 应 选 
掺 -- 本 有 关 的 书 作 为 主要 学 习 毅 书 , 寻 琥 主要 学 习 线 索 ， 
”并 绿 此 展开 ,博览 群 书 .。 这 就 是 我 先 成 为 研究 生 编 写 系 列 
教堂 用 书 的 原因 ， 

目前 ,这 套用 书 已 出 版 了 6 批 共 30 种 ， 初步 形成 规 
模 , 逐 渐 为 更 多 读者 所 认可 。 在 已 出 版 的 书 中 ,有 8 种 分 . 
获 国 家 级 、 部 省 级 图 书 奖 ,有 13 种 一 再 重印 ,外销 不 豪 ， 
有 的 印 翌 总 数 已 近 万 册 。 采 用 些 套 书 的 一 些 兄弟 院 校 教 
| UR SK RAE RARER SSA ERE T 
TR FRET OAR SA”. RRA ERS SR 
Bh FERS EAT RA RS." RO RS. AT H 
Pt” 

现在 , 正 是 江南 初春 “最 是 一 年 春 好 处 ”。 华 工 园 内 ， 


£Y #8 7 WC RT BE PR eR 
eRe MARIN E R E E R i A E KK RK, 
—URRREM. 尽管 春天 还 有 乍 赛 时 候 , 我 们 国家 在 前 进 
中 还 有 种 种 困难 与 险阻 ,有 的 还 很 严峻 ,但 是 ,潮流 是 不 
可 阻挡 的 ,春意 会 越 来 越 浓 ,国家 发 展会 越 来 越 好 。 我 们 
教师 所 编 的 、 所 著 的 、 所 编著 的 这 套 教 学 用 书 , 也 会 在 解 
决 前 进 中 的 种 种 问题 中 继续 发 展 。 然 而 ,我 们 十 分 明白 ， 
这 套 书 尽管 饱含 了 我 们 教师 的 辛勤 的 长 期 的 教学 与 科研 
工作 的 旁 动 锐 虽 , 作 为 教学 用 书 百 花园 中 的 一 从 鲜花 正 
在 还 放 , 然 而 总 会 有 这 种 或 那 种 的 不 要、 错误 与 不 足 , 我 
衷心 希望 在 这 美好 的 春日 ,广大 的 专家 与 读者 ,不 吝 拔 宛 
相 动 ,对 这 和 套 教 学 用 书 提出 批评 建议 ,予以 指教 启迪 ,为 
这 从 鲜花 除 害 灭 病 , 抗 风 防 寒 , 以 进一步 提高 质量 ,提高 
水 平 ,更 上 一 层 楼 ,我 们 不 胜 感激 。 我 们 深 知 “一 个 篇 秃 
= ME" ,没有 专家 的 指导 与 支持 , 设 有 读者 的 关心 与 帮 
助 , 也 就 没有 这 套 教学 用 书 的 今天 。 
Fa: RRE, KHARE. RERNI GAE. 
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日 月 星 版 的 运行 是 非 线性 的 ,草木 虫 鱼 的 繁 术 是 非 线 性 的 , 股 
市 的 起 路 ,经济 的 升降 亦 是 韭 线 性 的 ,…. EZ ERALA 
是 非 线性 的 ! 研究 非 线性 现象 岂 能 不 用 非 线性 的 理论 与 方法 ! 于 
是 乎 ,各 个 领域 争 相 “ 非 线性 化 "起 来 ;于 是 乎 ,我 们 有 了 非 线性 力 
学 , 非 线性 光学 ,…，, 自 热 ,更 少不了 非 线 性 数学 , 再 小 而 言 之 ,就 到 
本 书 前 专题 “ 非 线性 分 析 ” 了 . 

何谓 “ 非 线 性 分 析 ”? 若 望 文生 义 , 说 是 “分 析 非 线性 问题 之 谓 
也 ”, 未 免 过 于 宽 医 . 若 界定 为 “向 非 线性 科学 提供 数学 分 析 工 具 之 
学 科 ”, 则 似 已 贴近 ,但 仍 不 其 确切 . SHRM , 竞 不 能 开宗明义 同 
管 这 一 问题 ,于 是 建议 读者 去 赤 翻 上 志 界 性 刊物 ENonlinear Analy- 
sis: Theory, Methods and Applications } ,其 中 国 然 钨 无 “ 非 线性 分 
析 ” 之 定义 ,但 信 其 足以 显示 出 非 线 性 分 析 在 研究 什么 . ABER 
就 用 上 述 刊 名 的 一 部 分 “ 非 线性 分 析 ， 理 论 与 方法 ”作为 书 名 ,“ 扑 
间 ” 之 者 自 有 ,“ 附 侈 "之 心 则 无 . 车 以 本 书 之 区 区 比拟 {Nonlinear 
Analysis AR. PRT. | 

+ 5 Be PS BE EEE Banach 空间 与 有 序 Banach 空间 中 的 度 
理论 及 由 此 派生 的 不 动 点 理论 . AP EE H 
传统 内 容 , 邻 天 似乎 已 高 度 标 准 化 ,要 作 实 质 性 的 改进 是 很 难 的 ， 

. | = 


但 本 书 采用 了 有 点 “简易 ”的 表述 方法 ,因而 只 占用 较 小 的 篇 幅 , 第 
三 章 是 关于 单调 算 子 理论 的 一 个 简要 处 理 ,作为 该 章 中 心 内 容 的 
“ 满 射 定理 ”, 本 书 采 用 了 尽 可 能 概括 前 形式 . 第 四 章 是 对 “ 非 光滑 
分 析 ” 的 一 个 简 训 但 似 不 失 相 对 完整 的 介绍 ,其 内 雁 固然 不 及 专题 
论述 全 面 , 但 本 书 是 将 * 非 光滑 分 析 ” 置 于 * 非 线性 分 析 ” 这 一 统一 
框架 之 内 ,因而 可 充分 利用 前 几 章 的 概念 .思路 与 结论 ,这 就 在 一 
定 程 度 上 简化 了 处 理 过 程 . 第 五 章 基 本 上 属于 “无 限 维 最 优化 ”这 
一 颇 新 的 课题 . 无 限 维 最 优化 对 于 最 优 控 制 .最 佳 通 近 等 问题 有 重 . 
要 应 用 ,而 且 也 为 非 线性 分 析 本 身 提供 许多 极 有 价值 的 思想 与 方 
法 ,其 重 可 性 是 不 容 置 疑 的 . 短 短 的 第 六 章 立足 于 前 儿 章 所 确立 的 
至 论 框 架 之 内 ,从 单调 算 子 与 凸 最 优化 理论 演绎 出 变 分 不 等 式 的 
若干 基本 结果 ,借以 阐明 抽象 方法 在 这 一 领域 所 能 起 的 作用 . 关于 
临界 点 理论 由 于 已 有 张 燕 庆 的 精采 专著 [204] 可 读 ， 本 书 第 七 章 似 
乎 无 足 轻 重 . 但 如 读者 希望 用 较 少 的 时 介 一 且 临 答 点 理论 的 醒 概 ， 
或 许 会 感到 本 书 仍 有 菜 些 方便 之 处 , 最 后 一 章 涉足 非 线 性 动力 系 
统 理论 . 目前 ,有 关 浑 沌 等 课题 的 种 种 报道 有 演绎 为 传奇 之 势 , 这 
无 疑 大 大 刺激 了 各 界 人 士 对 动力 系统 理论 的 兴趣 . SH ETH 
ie “38 oti Bh Ek OY S SES BOR, A BE Bee RE 
力 末 统 讲 清 楚 了 吗 ? 举 而 已 有 麻山 涛 [116]、 张 筑 生 [209] 等 优秀 著 
ANE 对 于 动力 系统 的 标准 内 容 , 本 书 除了 处 理 得 更 紧凑 些 之 
Sh HFC. 颇 值 一 提 提 是 ,本 书 独 辟 一 节 专 论 不 无 重要 的 “单调 
动力 系统 ”这 曾 是 著者 研究 兴趣 所 在 ， 似 应 有 较 大 发 挥 余地 ， Am 
及 全 书 的 均衡 ,只 能 强制 自己 搁 笔 . 
用 此 区 区 20 余 方言 ; 驾 转 游 移 于 多 个 论题 之 间 , 还 试图 在 所 
涉足 的 每 个 方向 达到 有 一 定 深 度 的 结果 , 且 要 使 这 些 结集 在 某 种 
统一 和 的 框架 内 叶 莫 枝 连 , 柄 为 一 体 一 一 这 样 的 目标 能 达到 吗 ? 和 著者 
WELE ASAE HR. 或 许 本 来 就 应 抱 定 一 个 低 得 多 的 目标 ;本 
Ay PU ORR AO DER ATE ER Ra. 
AHPRARRMECAREM HRS READ 与 形式 
+ oo 
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Dr:f 的 有 效 域 . 
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Lipf: f 8) Lipschitz aX. 
LOYD: AX BY 的 连续 线性 算 子 之 全 体 . 
ECXI=LUX A). 

Isc= FER. 
ODE= # Wa H E. 

PDE = MHA A E. 

Ra =[0.co) RI = (R OR 一 一 及 9 ， 
R=RU {>}. 

RFD. F 的 值 域 ， 

re( A) A 的 谱 半 径 ， 
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1* 括 导 的 用 法 : 方 括号 内 记述 意 光 平行 (或 对 得? 的 条 和 件 与 关 论 ;图 揪 号 
FA Mel A fey AA A. 

2" 引证 . 引证 本 书 有 关 章 节 : §1 RRA SI $1.1 表示 第 一 章 $ 1 
§ LIDAR § L1 PRO) 引证 文献 :[1;p. Lem CML p. 1; 等 等 . 

3° 指标 用 法 :指标 (如 ij 有 ) 蛮 程 ( 如 1&1 所 nn) 在 一 节 中 一 般 保持 不 变 且 
RMA HA LLU. Fae REM. Se ER. BMA x 
=() #2 RAKY 入 ,自动 认定 8 一 (5 

4" | FAR: AE sup =- intg =, Ri, RAE cmintle.k A 
EEr MAE PAGER e=, 

5° 不 等 导 的 用 法 ASB SPY aC Abe Babs ACB FACE 仿 此 ,车 
“ye: DR, aes yY rE Dina) Sve) pete rE Dinca). 

6° 任 给 #E [0,1 ,约定 了 一 1 一 上 
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WSS REA BHT ME. RR ERED THES 
题 之 一 . 早 在 经典 分 析 中 ,人 们 就 发 现 , 在 一 定 条 人 性 下 ,方程 的 解 的 
某 种 “代数 个 数 "不 因 方 程 的 连续 变形 而 改变 . 这 一 被 广泛 注意 到 
前 事实 引发 了 各 种 “扰动 方法 "的 研究 ,这 类 研究 最终 导向 更 深刻 
的 问题 :能 否 用 某 种 拓扑 不 变量 来 刻 划 方程 解 的 “代数 个 数 ? 度 理 
LAIT RE. 如 人 人 科 所 预 其 的 ,这 一 辉煌 的 理论 将 方程 可 骨 性 的 
判定 归结 为 一 种 拓扑 不 变量 一 一 度 的 计算 ， 

本 章 执 出 度 理论 的 梗 民 及 其 茶 些 应 用 , 


Si 非 紧 测度 


Ac aE BF BE AO Ba A RT EE AE o 
eee St Se ieee Se CO See Se 

给 定 ACX. MARA ARH RSARY ARAB) 
的 集 组 成 的 有 痕 覆 盖 . 如 果 将 “直径 充分 小 * 换 成 < 直径 充分 接近 于 
a” WM a 之 0 需要 有 一 定 选 择 余地 ,那么 就 得 到 由 数 « REHM 
ATH REAS 准确 地 说 ,我 们 称 

af4) 全 inft 他 全 0:3 AeA, C X,A CU A, diamd,; < 8} 

: . {1) 

为 A RISER. ERE a ADR “A ORR” CAD 

GD) AMRIT R ARM Roe l(AD=0. FALA MAS 
a{A}=oo, 

1.1.1 命题 FRM el OAV FRR: Del Ape 
FEA MB A = UA; diam A, <p. Gi) AC B= al A) Sat By; 
a (UIA) = maxa(A,). Git) @ QA) = [A] a (A); a AD S 

-+ 


Sj aC Ay). Gat A) = alcoA). 

证 (i) ~ Gi HERE ARM. MFT Civ) AR iEalcoA< 
aA) WH éAadiamA<ico, Moet diamcoA—6, FMA z,yCroda: 
| 一 ?| 六 他 ,于 是 ACB) AM zE ANBs(z), 这 推出 ce EcoA 
CB le), 52E BDF M. 任 给 A 的 覆盖 {4;; 1<i<n}, Sik 
acoA) <maxdiam A;. 可 设 4， ACB MM AoA tA), AA RE 
alcol UA; ))<maxal A, ). RR UACBA0) sr >On =2.Y > 
0, 取 分 点 Se << <=, [E r; — i- Sel Sjem), 24 5E 2 
二 1 一 《本 书 概 如 此 );, 则 

co(A, U A;) CU, 人 “A, + #',A,) + Bz.C0), 
这 推出 acoA, UA: ))<max{a(A,),aCAz)) +4re. 4 ey. 0 得 所 
要 证 ， Ci 

METRAN, Æ (A, X HAE P AE RED E diam A, — 0, 则 
NAS. 下 面 是 这 一 结果 的 推广 . 

，1.2 定 更 LA hÆ X 中 非 空间 集 的 降 列 ( 即 A.D A.) 
alA, 0, A 则 ALAA, 是 非 空 紧 集 . l 

证 ABR ASARRE AA: FEM 24 Ais 4 B, = 
{aah}, aB = aC B, al A,), B aC B,)=0, att (x. ) A 
KFA, ROT A 口 
非 紧 测度 概念 的 有 效应 用 ， ae KBE em See ie 
的 非 紧 测 度 的 计算 或 估计 , 对 此 缺少 系统 的 方法 ,问题 的 难度 因 空 
间 而 异 . 对 于 连续 和 函数 空间 ,已 有 一 些 较 好 的 结果 . 

oo, UTET Ær K Hausdorff 空间 ,在 CCT,X) 中 采用 sup 范 
数 | - 1,。( 本 书 中 未 加 声明 时 概 如 此 ). EBACC(T, X), A 
AQ) = (22); EA ACT) = YAGO). 


1.1.3 EM | 设 ACCT, K. 车 对 每 个 +ET, 关 于 xE A 一 
致 地 有 limz(s) 一 z(t)( 即 Y >o FERRY, Ys EV rE 
Ailera D RASER. pT XD>Y; DCX, 
fe 


(OC + aE DEBS, WB pK 2) RF rE D 一 致 地 连续 - 

1.1.4 定 理 ACCT, X) W e(A(T)) S2al Ad; A 
- EEZ al AG) ER. A . 

a(A) = maxa(A(r)) = af ACT )). 2) 

证 Y e> Oo. RR A— UA. diamA;<e(A)+ 6; rE 
Ai. 由 Zi 连续 与 TT 紧 可 得 分 解 T~= UTT,54,ET7;.f la ti 一 
TaD |XeGET, 1S jam. KiKa). BBM ATIC {rt VS 
| a(A)+ Ze). hi JE HE «(A(T )) Stata) + 

& ey 0 af ACT) S20 A). 

下 面 设 4 等 度 和 连续. 令 r=sup leler) — xir) 1,9 ACOCAGM 
二 B.C0). 据 此 易 见 zmmalA(1)) 连 续 , 因 此 存在 p= maxa( A (t)). 
Ve>O, HAS eR A DA T= UT, 与 ZO Ti 
jer Ler EA LET 1S jxm) BW a(UAG <u 
有 MK OSESD UAE) =U M: diamM, <p-te. E K= 
fke kail,” “gis 他 Ac=ixz€ A: at; JE Mr AS jeam)}, 
ill diam A 3e, A= UA. 于 是 aA KS fet Be, 4> 240 fH alA) 
Lu ih Real ACT )). RA, EER, WACTICUA CH) 二 
B.C0), 这 推出 oo a 
a(A(T)) <S maxdiamA;(t;) + 2e << etA) + 3e. 
Se) 0 @ al A(T) <0 A), TEORIE. a 

由 1. 1. 4 直接 推出 ; 若 4 等 度 连续 , 则 4 H Rey ET: 
4fti 相 对 紧 , 因 此 可 以 说 ,1.1.4 是 著名 的 Arzela-Ascoli 定理 
[7531- 3.5j 的 推广 

将 1. 1.4 用 于 A== {pC 。 ;XiTED} 得 出 ， 

1.1.5 推 论 设 DCX,p:TXD>Y eC DXF zED 一 致 
地 连续 , 则 a(pCTXD)) 一 maxa(y2;D》). Si 

U FET, oE 一 测度 空间 . 在 人 ebesgue 室 间 LCT, Xf ie 

. Jè 


RAMS 1. 1.4 的 问题 是 更 困难 的 .下面 给 出 所 个 较 简单 的 结果 . 
i Sa = {| deez € A| - | 

11.668 eTo, ACLU X) A Wel Ss 
BT * «CA(T)). | 

证 ”由 1.1.1(iv), 只 要 证 S4CpT coACT). 可 设 eT > O. R 
Gre A, SE TI rdp E TOAT) .Y e>0, 取 可 数值 函数 y 
= Zaik  eCT\T.) =0, To= Ues | Ct} — ye) eN tE 
To). MSE C0,eCpT)?/2), 使 当 SCT， pS<3 时 | [yldp < epT. 
令 @ 二 Ure,z 一 jak B y(T\Q)<min{8,pT/2), 则 

ax 一 [ode] = | lvlae < EAT. 


取 2c: HO 2a Fore € coA(T), Ti 
| re du 一 A Eirene: 
| 
< < hf la — yldr + 去 || sdin] zdy 
+ [去 一 ia, [zide + All, zda 一 Dine 
etet 7 plah + eT) +e 
由 此 得 出 cary] te € AT). g 
任 给 ACX, $% 
BCA) e-s inf {8 ~ 0:4 yg ty Ey € XA CU Blr)? (3) 
为 4 的 “ 球 非 紧 测 上 度 ”.8 PRR o MER. E 
ACA) S al A) < 2BCA). | (4) 
1.1.7 LiF. d 设 X, =span{a; T PELLET: RP E {a, sh} A= 
franz) CX, M CAY = 1]im malra Xn). 


ede 


证 请 是 直接 的 . | 
1-1. 8 定理 (Heinz,19831 68]) 设 A= {annl CLT, 
天) 一 至 可 积 , 即 村 ELTON net: jna aa 


aSa) < 2| PCAC) AE, dt He duce). (5) 


证 EH xz, 几乎 可 分 值 [7553. 2.2), FRX TH. OX 
= Ta, #1) +X, = span {a1 +az, "sat JA 1.1.7 R Levi 定理 与 
Fatou 定理 得 
a(S) < 28(S,) = 2 lim Tima | zdz, X.) 


<2lim fim| deent) ,Xd 
< 2f. lim limd (x..(2),X.)de 


= 2| BAM dele. L 


32 集 压 缩 上 映射 


给 定 FECW,.Y).DCKX. MA l 
LipF & inf{k > 0: |Fz — Fy| < k| — yi (Y zy € D} Q) 
WRIT FREESI”. F 是 Lipschitz RAR BPA ESE 
为 Lip”)<=>LipF<00;F WEP TEMA <—>LipF<1,F BRR 
H-LipF<1. TERRO FAI A SMEAR: 

1.2.1 定理 (Banach) # F:D>D,DCOCX M.LipfF<1,% F 
APE — AA ce DW Ft 二 xz， | 

EF 1.2.1 在 现代 分 析 中 的 巨大 价值 ,出 瑰 了 就 宽 条 件 以 扩 
充 其 应 用 的 种 种 尝试 . 最 富有 帘 巍 性 的 推广 明 以 所 谓 集 压 蝙 奖 射 
RRERRH 仿照 (1), 定 义 一 个 刻 旭 下 的 “ 集 压 缩 性 "的 量 ; 

a(F) = inf{k > 0:0(FA) S k ADW AT D)}, (2) 
称 aCPOA FASE RMR”. AEN Lipschitz 概念 "相对 应 , 约 
+ 5 * 


E F Æ a-Lipschitz RA aF) oF ERE Bea F) 
<1 Ë al [=o F MARE ARR. MRE Aae 
Bias at FEDH R R PR BRAY. op BU SC 与 OO REA 
BR At 2S ER ORK SC CD) it MK DEJA H R FE SE RAT SS 
PE CDi} t. E 

SF RAREHAR KR. WEF ARS. 显然 Pao 
=F WA ORR HF diny <o, Y FEC, SBR AF; ， 
车 dimX <H DA. F:D>Y SHROF ER. 可 见 全 连续 
CHE AR old the Se BS SR) BR ARS E a eA dT | 
的 | : 

at 。) 的 以 下 性 质 虽 然 简单 但 很 有 用 . “- 

1 2. 2 命题 DalFA Lal Fel AY ACD). Cii) 半 范 性 : 
e(F1G)<a(F)+0(G) a(AF)= |AlaCP). Gili) BRE HE 10 (G © 
FLOF). UO EGE FAG G+ F ABM. Gwe(F)<LipF. 

MF TELCX,Y) 1.2.24 aT) <LipT=|T!;T 是 
Bop ee WaT) 0. BE CLO ={T E L(X) ,o(T) =}. 

223 @8 #rED,T=F (r) RT HF (0) RBH 
TELCX LY) 5 |x| >ot} Fx AEM AL Fr—-Txf=o(l2t)), N 
AT So(F). HH F 全 连续 时 了 是 上 拘 线 福 算 子 .  “ 

“证 EE T=F DED. N >, o, A Es 
By | AF (Cc,h)—Th|] Selal. RAH RACK, Kir O: AC 
BO), W r SAC BO), FH : 

7 3 


r| Žal CF| a+ SA] Fat Bal po 
TAKS | Flat TA | 
. . <SetP el 2+ 2) + 2re=aCF aA) + ore. 


F 2} 0 fF (TA) Sal P)a(A), Aim aT <a). 
| AKE T =F (oo). Y > 0, poo, ES lal Re BF 2— Tz 
64 


Lelrl. (BACB.CO),SA'=AN B00), AMS ANAT. BR 
a(TA I<S2(|Tle. 由 TEpe A"=> |e} pe eT Coe ANC 
F (pe A") + B,(0) ,于 是 ) : 
“TAN <E al F| £ ar) +2er] 
Salal A) + 2re. 

因此 a( TAD Kal PACA) +30 IT|), 这 同样 每 出 所 要 证 ， em 

1.2.4 命题 B F=I—f:D>X RER, D EA AH 
E,KOX ACD AMS CK RE SAA. 

证 ACAK ERI a(C)> 0,35 COFC+K 一 起 扒 
出 (OLF Lal OF. HEA Soy, A MA 
(fla, 0221} U {y} 紧 ,从 而 SUM RP RA 1, cE A, 因此 y 
二 了 (rj)E fA. Sik fA M. | ~ 

L257 KREB R FEC, ¥),DCX 闭 . DF 有 扩张 
ECX, Y) EE FXCcoFD, 4 FC OC Min FE OC. GO F 
全 连续 , 则 只 有 全 连续 的 扩张 EXSY eG PX CcoFD. (ii) 车 
D= B. (zo) , & D Hj ch iit X A Hilbert 3 te], SWF 8 KF 
ECCX,Y) ,使 得 FX=FD. A (FP) =al F) | 

证 O) r.—2 diz D), Wi Ble rE DE D Ho FF BE 
FA DAY AB a (U) E UL CB leara) za E 
D re 一 re 《这 用 到 疙 的 仿 紧 性 ,参考 [97;5Ch. 1D. IN x. E Df} 


Blizard) & aio =d la UO). 定义- 
Pr = Saka) Dal), zE D; (3) 


mA FID=F, W E XY 2 FUT, A PX CcoFD,F € D 
内 连续 . 今 证 FF 在 任 一 点 aED 连 续 . yY e0, wa>: FON 
- Balan) CB (Fal). Y xe ON Bsa). BrEU,. - - 
lx, —al < ja. — zal + jee — r| + Oder, + i e 5, 
MF EB (Fa). FRR GAPE B.C Fa). A EFB Ka) 
Er 


B.C(Fa)., 

Gi) B, =B, 0), D= DUB., ARE 让 BB 天 他 ,由 已 证 之 
(FIDE, 有 扩张 PLECX,Y) FP XCcoF (DB). K Fi |D 
=F,F |B =F |B, 定义 出 不 的 扩张 FDY, F D CoFD,F, 
全 连续 . 同 理 , F 有 全 连续 扩张 Fe DY,F,D:CcoFiDC 
coFD, +++, Wie ESF). ik F |B, =F, |B. (n=l, 2 ) 定 义 
ay F.X--¥ MARR. 

Gi SEM X A D Mk POM PECCX,D).P|D=id), 
使 得 eml A FSF P BRATER. H D=B,(2.) RP H 
FARA, MS rE OWS Pr = art rlar azo) |a zol» 
E P|D=id. HHE ACK A PACcoCAU {roit a(PA) 
过 ot ,因此 a(P)<c1. & X E Hilbert SM D BY. 5.11.2 
将 指明 有 收缩 PS XD 满足 LipP<1. . C] 

1.2.6 WAER H DCOCXAR,F:DY HERH. MY e 
>0,3 GEC(D,Y) :dimspanG(D <œ A |F—G]ee( E IF io- 
=sup 1Fx1, 本 书 概 如 此 ). 

证 由 FD 相对 紧 有 有 限 集 {yy}CY, 使 PDC UB.(y). 令 
plz) =a Fae VNB. Cy) ,定义 | 

Gz = D ply D pahar E D (4) 
(5 (3) 4M). BR GEC(D,Y),GDCspan{y). $ A = 
8/ eR DOA = 1s 对 任 给 TED 有 


[Fx —Gri < DIAG) | Fz — y| < e. CJ 

约定 J 二 [0,1]. KE HECUXD YANG: HERR 

SON H IRAR EA RLE ACDA a HC XA)) 

<kat( A), OK 8 SCA. SF-—-TAR Hen MAR H, 

E HG IRN EMA H BH HAH. 同 伦 的 意义 在 于 , 若 

茶 个 与 映射 有 关 的 其 gqg“ 同 伦 不 变 ”; 刚 可 利用 等 式 g HSH) 
«Be 


来 简化 HRM gH AM. 这 一 思想 在 本 章 有 本 质 意 义 ， 

1.2.7660 BDCX,H:JXD>Y. OHG, OAR, 
HCO KF ED- REER aH SkM H SCH 
伦 . GDS H 是 SC-F, hkr) =r- H a,r) SCD 是 有 界 闭 
KW AIX SA. 

证 CL PRRAES,WTH1. 1.5m eC (FJ X ADS 
supa (H AD Ska LA) (ACD), B H B SC- 同和 伦 . 

CHIT yh lerrr) ys bert D EJ XS MY nE. SA 
= {n B= {mn h W ACB+HCX A), o(B8)=0. Æ aCA) >00, 出 
al ASHI XA Kae A) 得 出 矛盾 . 因此 acA, BEBE 
ryt €S, FE yh DEA XS) ATX DBA. id 

1. 2.8 推论 RDCK @#.F.C:D+Y EE E R A, S 
HAr FHGGEJ) ÆA F AG 的 SC- 同 伦 . 

= ”对 于 同 伦 腿 定 参数 iC] 并 无 本 质 意义 ,今后 将 依 需要 自 
RELA ER BE ET RRR. 


$3 拓扑 度 


现在 进入 本 章 主要 课题 一 一 度 理 论 的 讨论 . 简要 说 米 , 度 理论 
HERE WR- TRIERER dO,- o DENERA 
FFE OCX  F=I-fCSCWHD vex (a) dR yR EA 
BREJE fxz) 一 y 在 口内 的 解 的 某 种 “代数 个 数 ”. 这 一 问题 经 
历 了 长 入 的 探索 之 后 终 获 解决 ,其 详细 解答 颇 不 简单 ,但 其 最 终结 
论 倒 极 明了 县 令 人 深 感 满意 . 鉴于 对 度 的 构成 己 有 极 完 善 的 表述 
(参看 [34,43,55,202]) ,本 书 避 繁 就 简 , 以 直接 陈述 度 的 基本 性 质 
作为 出 发 点 ,演绎 地 展开 度 的 基本 理论 ,以 期 尽快 达到 较 深 入 的 订 
用 结论 . 这 一 选择 不 免 留 下 一 些 缺 懒 ,但 似 平 足以 使 主要 关心 度 的 
应 用 的 读者 满足 . 因此 ,让 我 们 直接 面 对 不 加 证 明 地 使 用 的 以 下 结 
$: 

. 9 + 


1. 3. 1 定理 ”存在 唯一 整 值 西数 4(，;。,，), 使 对 任 给 有 
界 开 集 站 性 ,下 二 J 一 ESC(D),yEX\ACMW),d(f ,12,y) 有 定 
X, RAEM: DIRE dU WH lt yE D (Dime: 
GWAR £ OM ERM FR. yE XVG\UG). a 
df, 8.9) 二 >Ad(f ,人 2,y); D 同 伦 不 变性 : 若 Wi XOX 
E SC, yec, X) yO EIH (Canny EJ), W dd 
H,,Q.yQ))3 2 BX. | 

称 1- 3:1 中 的 函数 CSE deg) 为 度 或 拓扑 度 . 若 限定 Pe 
HK 或 四 二 R*, 则 相应 的 度 分 别称 为 Leray-Schauder 度 ( 简 称 LS 
BE) 与 Brouwer FF. | . 

(Da:) 是 最 重要 的 度 性 质 , 它 表明 ISO. EA /,y 的 “连续 
变形 ”而 政变 . CD) M Fe BH BY a A A" 来 计算 ASQ, 
yh Al FR CD.) ~~ (De yE Oy. 有 可 能 简化 度 的 计算 . 

CD.) ~~ (Dy) BT HE BE) — BE — EE. 

1. 3.2 推 论 度 dt，,，,，*，) 有 以 下 性 质 ;(D,) 切 除 性 :车 及 
COM. ye X\VECAU AD. A AR p =d NA, ad od, 
PASI UEA. OD ve XNA Ca.) se Ce ICY cE a) FF 
y #1 F2x—-Gr|<ly—f(2)|(¥ rE aR FlaQ=Glian, ye X\ 
f(a), df.0,y=d(g.0,y). Do) AAR: FTICYC 
X,Y 是 闭 子 空间 ,yEY\VC90), 则 dR y =d YNA, y) A 
端的 S BR IYAD. (Dd, OE XVOD RDZA 
取 常 值 ,在 元 界 分 支 内 为 堆 . Wk F=I-fE€scd,G=I—-ge 
sci). | . l 
证 ARADO). BR AHP F +1G (参考 1.2.8) 
(D) H (D). A JDA d. 2. 4), RK VAX CAD FAT V 的 
f£ —4¢ % P PRE 7551.4. 3), BRAD HEY ACS, 
2, EPAIAN. PARMA ye PVA E MA 
田中 ,于 是 由 CD 有 dU.2.y) =0. 这 证 得 (D;). 至 于 (Deo), 尽管 

. 10» 


E MAD) ~D HORE. BREA RE LS 4 Brouw- 
er 度 的 某 种 程度 的 展开 ,只 好 大略 : - > oO 

DORH. Ed yA NDES Gay E AR, E 
的 应 用 价值 主要 基于 此 . D OORA CSD, ye KB 
fy ,通常 利用 这 一 点 来 简化 度 竟 计算 .例如 ,用 (Ds) 可 得 如 下 结 
果 :| | a 
1-3.3 命题 i FESC, r EN, Fra, ASF (ro FE 
且 不 以 1 为 特征 值 , 则 对 适当 小 的 r>>0 有 a’ 

dU — F,B(x9),0) = dU — A,B,(0),0). > (1) 

证 不 妨 设 ze 一 0. 四 AESC: 2. 3), AU Aaa 
(1. 2, 47, 这 结合 4 无 特征 值 1 得 出 2 会 inf lz 一 4z [0. 取 > 
HSA, BMY lrir |Fr—Ar|<ele|. FHV ce aB,(0); 
(Fr As |e |z |= er <er |r Ar|, AbD eH). C 

在 本 章 及 下 章 中 引用 的 0D) (Ci<7) 总 是 措 1.3.1 与 1.3.2 
中 所 述 的 度 性 质 而 不 另 作 说 明 . | 

ie AE BOF 9 — 一 种 简单 方式 是 ， 指明 dF, y) 
= S14, 8.9 LD 且 G(f 0,y) 与 4(f ,D1,y) 分 别 为 1,0 
(或 0,1); 由 此 得 出 df ,0;,y) 关 0, 于 大 方程 f(z) 二 y 在 0; 中 有 
解 ， 因此 判定 47 全 DSLR O 有 其 重要 性 ， 以 下 两 个 定理 正 为 
此 而 设 . 

13.408 B n€2,N2CDCKX.F= -IfE SCD). 以 下 
$+ RBH dC f.2,0)—1, . 

. CH, ) Leray-Schauder Æ # (LS): (AT) EJ XSI nA 
MF XI— 0) + a 

(Ha) f=B,(r0) 0 充分 小， Fao=19,A=F' Te: 
1 的 实 特征 值 ; 

(H) D=X, Q= B, (0), p>0 RHK B= F' (oo) FF É BW 
1 的 实 特 征 值 ; . 
7 + 11 r 


CH) Y reaR: |Fr—a2, iS er |B Pez. 

证 ORE x = 0. 3 & CH Bot DD) (DIA 

d(f,Q,0) = dU — ¢F 0,0) = dU,0,0) = 1 € J). 
车 条 件 (HH;) 满 足 , 则 由 1.3,3 有 A, 人 22,0) =dU—A,G,9). A 
=] BRISA iit ELS) OB re=0), 因此 d(l—-A,2,0)=1. 
类 似 于 1. 3, 3 可 证 (Hs)=>d(f,9,0) 一 d(I 一 B,0,0) 一 1. 最 后 , 显 
$ (H => H). E 

13-528 #F=I-fESCR) MATRA HA 
dC ,2,9)=0: 

CH’) 3 ¢€X\0}: FAD NRie= GH; 

《H's) DAT X SHAFT 2M .0E F(a; 

CH’. dimX = 00, FE A F CAD) >0,V ASL AMIN 
Fix) =; oo 

(H',) dimX =, FE X 0EM,Y real, |xI<| Fri Fr 
wor, 

证 FF. =F +e, REC DHE OP Fix(FD =O tS 
OW Se GHA RNAF =, FEDD DIE dF,0,0) 
=dU—F,,2,0)=0, HKR H D= (HD, 

E RHH :,) 满 足 , 则 cSinf itr 一 rT]: 0C) EJ X 0 
CRNE Ot, ESX Mtata Fz 0. PE teres Fay, 由 
dA‘ >00 推出 y0, FE EO wore ye a,r = Fr, 
与 amQnFixG AFE). 由 1.2.6, 有 有 限 维 空子 空间 YCK 
与 GECULY): |F—-G|o<e. Æ eG XY CdimX =s Ff] F ih), > 
Z =spant¥ (J {e ht, 2) —tx—Ge, GD EJA, WM GE 
J Xa tf lea md |S fer — Fz] —(F-G[.2>0,F #2 CD.) (CDs) 
《D:? 有 

df R =d UGRO =—dUl—G.Z92.0) 
=d ih ZNR, =d IAG ZNR, D. 
» 1? 


| Be Ve tak 


H% Ho d —G,, 21) 8.0=). BI, BRS cH’). 
CJ 


$4 不 动 点 定理 


无 论 在 理论 上 或 在 方法 上 ,将 方程 问题 转化 为 不 动 点 问题 是 
可 取 的 ,而 且 已 成 为 一 种 通行 的 模式 .不 动 点 定理 作为 一 类 基本 的 
分 析 工 具 已 确立 其 牢固 地 位 . 

约定 FixF WOH FAS AR, i Fis F= (2. Fr=2}. 显然 
FixF= (I—F) (0), ARS dU —F.2,0)0, M ONFA. 
ARER 75 E ey BEB So A oS OE BS PRE. 从 方法 
LB ERR AHS AER ABI RET eI 
条 件 ,而 避 开 度 的 直接 计算 . 一 个 基于 1. 3. 4 的 基本 结果 是 ， 

1. 4.1 定理 (Leray-Schauder》 KOCKX AGA #.0EN, 
FESCH). Ar) € 00,1) K afer KAP cs WW OP Fix FSO. 

1.4.1 PÉRI CA) E 00,1) X MS 2A oc" EMF 
条 件 之 一 : 

G) Rothe RİF: Frl r| reaR, FH); 

Gi) Altman #4: Fel Slr! +l|]r— Frl"; 

(iii) Krasnoselskii & ff :X Æ Hilbert 空间 , (Fe, z)< |2|". 

L41 是 形式 上 很 简单 而 具足 够 强度 的 不 动 点 定理 之 一 .不 
过 ,其 条 件 之 验证 并 不 总 是 容易 的 . 有 时 我 们 希望 使 用 形式 上 更 简 
单 或 直观 上 更 明确 的 结果 . 下面 的 定理 正 合 此 要 求 . 

1.4.2 定理 设 DCX 是 有 界 闭 喇 集 ,FESCCtD),F(3D) 咏 
D, N] FixF 44. 

证 BABRNAD SAO pR OEN. F 必 满 足 1.4.1 之 条 
ft. 否则 有 AE (0,1) ,xzE€E MCAD. Al z=Fr€ D. 车 y 充分 贫 近 
Tz: 则 z 会 (y 一 x)/X ED, FB y= 二 AFzx 十 XAzED, 因 而 ce D5 2 
E aD FR. FR FixF XO. 
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其 次 设 D=, FÆ FDCD. # FEX, Me 12.54 Fw 
EPIK FXX, ËXCoFDCD. B® BODD, 3 FB0 H M 
EBS tb FixF=Fixk +O. A RFE, 取 xoED, 令 PS lA 
ACD,A MA. FACA}, W DE f: BA 1) AE BsC Aco {x9} U 
FRE f. BRB=C, Biel B) =el FE) <al Fal B), 这 推出 
e(B)=0, AM BE. FBR 应 用 已 证 结论 得 Fur sO. CO 

1.4.2 涵盖 了 好 玫 个 著名 的 不 动 点 定理 ， 

1.4.3 推 论 ” 设 喇 CCR 为 有 界 闭 凸 集 ,FECCD,D), 则 以 下 
FIREA Fix FA: Gell; GFE; (i)D R, Gv) 
X=R". 

Æ 1.4.3 中 条 件 () Gi) iv) 分 别 对 应 Darbo 定理 ,Schauder 
定理 与 Brouwer 定理 ,它们 是 最 常用 的 不 动 点 定理 之 一 . 其 中 
Darbo 定理 可 称 之 为 “ 集 压缩 映 射 原理 ”, 它 是 “压缩 映射 原理 ” 
(1.2.I) 的 优美 类 似 . 

称 拓扑 空间 TARA AHMCFPP). BV FECT, T):Fixā 
(JH. 1.4.3 表明 Banach Sl PRE A FPP rao 
未 必 如 此 . | 

14.49 无 限 维 Hilbert SAX PRA RR BRA 
FPP. 可 设 X=, E | 

Fol Pye = Cr) 1 — |z, zt), 
则 易 验 证 RECCB,B),F 没有 不 动 点 . 

以 下 结果 给 出 应 用 1.4.1 的 一 种 常见 形式 . 

i. 4. § Æ B (Leray-Schauder) @F:X-X EARBEW 
SC, p=sup{ |z |:ņ3 AE (0,1). tE 2e=—AP zr} <Coc, M] B,C) N FixF | 
AQ. 

证 Yal 3} FIBO ptn DAH 1.4.1 SHA ABO,— 
+a ODN Fix FÆ. 因 FixF 二 (一 -0), 由 1.2.4 A A, BA 
此 BO NFIF =N 4,4+O. LJ 

b lå 


在 1.4.1~1.4.3 及 1.4.5 的 许多 具体 应 用 中 ,验证 全 连 
续 是 不 成 问题 的 . OR F 非 人 多 连续 而 试图 验证 FESC, 除 了 一 些 
简单 的 特殊 情况 外 ,可 能 过 到 计算 非 紧 测度 的 困难 . Monch 
《| 123],1980) 的 两 个 结果 以 很 独特 的 方式 避 开 了 这 类 困难 ， 

1. 4.6 定理 设 DCX AA, FECU, DREA 

(H,) it C=coC {ro} UFC) 的 可 数 集 CCD 相对 紧 , 其 中 xz。 
€D EAE. FixF+C. | 

证 令 A= (to) Ans =o lUr) UF A.) (n0), WAL ER 
凸 集 的 升 列 , 令 A= UAS WAM. FACA=co( {xo} UFA). 
到 可 数 集 CGC, 使 CG 二 各;, 令 C=UC,,; 则 C=A. 于 是 

col{zo} U FC) C olr} U FA) C olr} U FC), 
a A, C= co ({zo} UFC). h & tH, D.C 紧 .对 ;A 一 A 应 用 
1. 4. 3 得 出 FixF +O. | E 

1.4.7 定理 R OCX BRAK. FEC, KX) ENR, (A, 
ECT X Mea— EA Faz). E F RAKE 

CH.) ACCE) UFO WER CCH et RB Fix 下 
AY. . 

$e Ra EK Th EE. 所 宜 注 意 者 ,1.4.6 与 1.4,7 分 别 
m T Darbo 定理 与 1. 4.1; 而 其 本 身 的 陈述 完全 不 涉及 非 紧 测 
E! 


$5 积分 方程 
现在 转 人 应 用 前 述 结果 的 某 些 实例 首先 考虑 如 下 积分 方程 
xt) = | _SG@,s,26s))ds & Frit), MD 


其 中 ds iE dy), a EK Hausdorff 空间 个 上 的 正则 测度 ,pz >00; 

F:TXT XXX. 有 很 多 近代 工作 涉及 用 度 与 不 动 点 方法 研究 方 

程 (1) 的 可 解 性 . 较 精 细 的 结果 自然 有 米 于 对 工 与 了 的 较 具 体 的 
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HE LKEALRAIH. FRHRSRAR Rt BAS AR 
不 动 点 方法 的 用 法 . 

S&Y=CUT.X) WRB OD HERRA ATR PE Y 中 的 
不 动 点 ,F 由 (1) 界 定 . 自然 试图 求助 于 上 节 的 不 动 点 定理 .对 了 设 
定 以 下 人 条件;. 

CHi) Caratheodory #fF:V Go ETX, f, + ,XX) 为 2 可 . 
测 ;Y ET, pe UE RA SETS (tos, = ES. | 

(HO 积分 连续 性 :Y CCT. SAE ACY, AF zE 4 一 致 地 
有 


Lim] ftrys,z(s))ds = | fss rls) dds. 


CH, WK ERS A a FEL'(T.R,), 使 |f Gs) St) 
laj|+é(sdG@,sET rE X), |a|, <1. | 
(H,) PRERA: &E [0, C247) D MER AARVC 
X BKET A el fG,T NVS kV) 
A Wh & fF CH ~~ HOERA PF SE: 
1° Y EY ET, AIHE SGE, 520+ De TW. 由 条 
件 (H;) 有 
LfG.s,20)) | Sats) [alo + 6G) E LMT), (2) 
DEN FeO EM. SHAD RW th Freee. Wee yx 
就 得 到 算 子 F:YoY. 实际 上 , (Hs) 表明 当 ACY AA FASE 
2° 设 在 了 Prose Dee Y P Fr, Po. GWA >06 
T: |F2,G)—FerG,) |e(nl). RBH naet ET. Ai Fx.) SE 
连续 有 F.C,) — Fr, (2) 0. HAD A fCty5, 2,68 fess 
x (s)) peace. ,于 是 用 控制 收 敏 定理 (注意 到 (2)) 得 出 Rro(t)- 
Fxtt), ZRA. . 
ex. | Fr (ts) — Pr, AUN [Fr G Fr) | 
+ Fr) — Frit, {0 Greco), 
-16° 


#ETE. 因此 FECCY.Y). | 
3° HH C2) FE IFz\eslalilrie+ l$l (2 EY). 取 PO 充分 
大 , 令 D={xE€Y:la|oSp}.V cE DA jlah al @ | Feloselal, 
-+h se Aw FDZ D. 
4° 任 给 ACD, 9 VHAT) BRVCX AR. APA SEB 
S.A FA 1.1.4,481.1.6 FAIA 
a( FA) =supa((FA)(t)) 


=supa( |f Scess2@>ds.2€ 4} 
Ssupa? “aS sG ET, cE A}) 
| <supef al f,T, V)) 
<uT ha(V )<2kpT aA), 
由 此 得 a(F)<2kuT <1. 
综 上 所 述 , 应 用 Darbo 定理 得 到 
1. 5.1 定理 ” 若 条 件 (H,) 一 (H,7 满 足 , 则 方程 (1 至 少 有 一 连 
zR. l | : 
SUSE LA 1.4.6 取代 Darbo M, WE FCH,) 可 减弱 为 如 下 的 
CH’. RELO, C2uT) ),¥ ET Ree AER ASET 
aC ft sss SR. 
事实 上 ,车 可 数 集 CCDC 站 前面 的 记号 ) 清 足 
C = co({0} U FC), . (3) 
则 和 下面 所 证 的 有 a(C) 一 0. FQ=FC, 4. 一 {fts 240°); 
zEC}. 对 在 给 上 ET hh (CH OW 
a(A.(s)) L af tt,s,Cls))) 二 REa(CC5)) ,ua. e. (4) 
由 (3) 易 推出 CGICeoCf0) UQ), fait HC) KaQ)), 以 
此 代 人 人 (4) 得 
al A,(s)) <= kaCQl(s)) peace... (5) 
由 OQ BEE RE ee (QU) RC. 1.4), CR A, — 


WHF 2A 1.1.8 ROA 
= |7» 


aQ) = a| {| Fe,s,2(svddsix € cj 
= al (f yisids;y € A, | 


<2|. BCA, (sds £ zf aQ Gde. 
EREN BUSA o 
| a(Qi))de< kul | a(Qks))ds. 
Y T 


因 RATLI 80h | a(QKe) de ER pi MEAN Ae PE HE SBE E FF 

E WCT 有 产权 > 在 具体 问题 中 此 要 求 不 难 满足 ) RB QG) 
=0, FÆ h 1.1.4 有 ea(@) 一 0 进击 由 (3) 得 e6) =0. 

表面 上 看 ,条 件 (H',) 与 (本 ) 似 乎 差别 其 不 , 其 实 不 然 . 例如 ， 

车 dimX<0co, WAH CH HM CET Ht 疡 几乎 所 有 ET, fa, 

Ss, ) 全 连续 ,因而 条 件 (H',) 自动 清 足 ;但 即使 VCX ER., Jit, 

TRER BRB. 因此 ,应 用 1. 全 6 BB AP 2K A 
质 的 改进 . | 

”类 似 的 方法 可 用 到 Volterra ARATE: 


x} = wir) + | fsss rt))ds, (6) 


其 路: R+ XR. XXX wECR, ,XX) 是 给 定 的 . 约定 J-= (0, 
r\Cr20). 如 同和 证 1.5. 1 一 样 可 得 出 : 
5.28 设 /满足 条 件 ; 
(CO YER Ss eee (XX 满足 Caratheodory 条 件 ; 
(M2 VY EER: err VOX, Š FG DEJ, xý — 一 致 地 有 
lim fry $50) = Ftssox)4 | | 
(CV r>0,J a nd EL RY (Gs) EE, XJ 
| fCtss,x7) Eats l His 
(CQ Vr 0,0 EOYVYiET a (ts * D hsa, e GE 
JWI r>O FR OHS. 上 有 连续 解 . 
+ 18 + 


1.5.38 ik £:.R.XX—-X 满足 Caratheodory #sV r 
Od ovrb ELGI Roe DEJ XX Fan <a Nr] 
HED; H ECJ, A alfa, + Ak <oo,a.e. M IVP " 

ai = f(t,2),2(0) =F EX 
EHT Gro) LAR. 
1.5.3 由 应 用 1,5.2 于 积分 方程 


ta) 一 去 十 | 
得 出 . 类 似 于 1. 5. 3 的 结果 可 在 [42] 中 技 到 


$6 ODE 的 边 值 问题 


ODE 的 边 值 问题 (BVP) 无 疑 是 一 个 有 点 “古老 ”的 问题 ,然而 
它 仍然 占有 数量 可 观 的 近代 文献 , 问题 在 于 ,迄今 并 未 形成 一 套 系 
统 的 方法 ,足以 对 付出 现 于 BVP 中 的 各 种 情况 . 在 这 种 情况 下 求 
助 于 魔方 法 是 很 自然 的 . 近年 来 ,应 用 度 理 论 研究 ODE 的 BVP 的 
Lf BMS #& CM B41, 113. 115,123, 130, 159, 177, 188, 
189]) ,以 至 形成 了 某 种 势头 .ODE 的 BVP 的 提 法 与 形式 都 较 简 
单 ,确实 便于 用 来 检验 多 种 分 析 工具 的 效力 ,尽管 这 种 检验 可 能 仅 
是 初步 的 . 这 多 少 解 大 了 人 们 何以 乐于 对 BVP 使 用 度 方法 . 应 当 
说 , 度 方法 的 使 用 毕 竞 带 来 了 一 批 新 结果 . 对 这 方面 的 大 量 工作 做 
任何 形式 的 概括 都 是 困难 的 ,本 节 仅 能 提供 一 个 一 般 性 的 导 引 ， 
Æ Bon Br BVP; 
ne GEJ); (1) 


Beo, | (2) 
其 中 AE LNG EAR) feJ XR” =R”, = (rea! 1 er?) „D: 
XACTI, ROR". 约定 X BH FA HE RE | ae |x= max |e? fo, 
Laia i 
HR BELC(X,R*)( 这 一 要 求 通常 能 被 满足 ), 于 是 AND 
+19» 


X HAF BE. > Y=UCSLR").Z= (2 € Xora PE AC} AC I 
H TT EE SR. SHA Le 与 Fx BOB Ase. LZY 
是 一 线性 算 子 ;对 满足 一 定 条 件 的 有 下 ;~*Y. 若 xEZ 满足 
“ 半 线 性 ” 算 子 方程 l 
Lz = Fr, (3) 
则 称 r 为 BVP(1) HC SOR. BREAD RREA TIA 
方程 "二 Tz,T 二 上 "1 所 ,然后 应 用 适当 的 不 动 点 定理 . 下 面 指明 ， 
在 适当 条 件 下 上 述 思路 是 可 行 的 . 设 定 条 忻 : 

(Hi) BVP“Le=0, Br=0 RAER; ， - 

(Hz) fid XR™—+R™ M Æ Caratheodory #4; 

(Ha Y r>0,3 g CLS: [aD Sg) GEJ ER”, 
|z| 志 7), z 
466-13] HVSKALID ELY, X). 

证 ”显然 (Hi) 一 上 :2Z 一 Y WAN. > 

四 “0 i l 0 
M= O = ÒQ I|?’ 

， A, Az, A, . 
WME LIC, LOR™)). 由 标准 的 线性 微分 方程 结论 ,IVP“W' = 
M(DW,W(0)=id” 有 绝对 连续 的 唯一 解 W:J 一 GL(R™). 令 W 
=(Widanns Ws Wy EC LCR) WE? = Was LW = OC1 
Shi<n), 用 常数 变异 法 求 得 IVP“Lz 一 2EY,Z(0) 一 0 的 唯一 
g 


rit) = [wie — s)y¥€sods & ultsy). (4) 

FEB z= nrg ERT, yOY ,和 定义 | 
Az = > B(W uz); (5) 

ritzy) = > Wue + uly), (6) 


WAC L(R™),Lr=y¥,Br=Az+ Bul * y), HP xr=xl+ zs 
. 270 « 


yy). BS 4 一 0,y 一 0, 则 工 r 一 0,5zr 一 0, 于 是 由 (HH,) 得 一 0; fÈ 
入 (6) 后 得 
x 20) = Twn, =0, 
He a5 DW (OZ UWE PCO) u=0 Ske), 
因此 z=0. 可 见 4 TH. > py) = ly) =— A Bul y), Ky 
=z + ply) y) i LKy= »,BKy=0, 88 OF 
Kye) = DW Ry + [Wie — Dy)ds, D 


因此 KYCZ,K=(.|Z)ELY,X). i u 

"1 6. 23/38 (HD (Hp SF: X=Y WAH ERR, 

` 证 明 是 直接 的 。” 

1. 6.3 3E #i oe ft CH, ) ~~ CH LE» i TAKF: Ko 一 XTX。 全 
E,K 依 1. 6. 1， 

证 由 1.6.1 与 1.6.2,T'， ,XX He Fe oR eA. 任 给 有 
RR SCX A Q=TS .r=sup |z |z g=supl z |x. ARCH 
ZELI), cr€St€E0,| Fatt) SEC E c€S.2=Tx, WM Le 
= Fz, 4 Osr<lr=] Wf 


Je" Vr) — 2 


"zP (s)ds 


<.g(r—t) (iggi<n); 


te Pir 2z" Pw l|= fe (sds 


一 [TEA Go) + F266) Jas 


< < Df JAC) |ds 十 fros, 
TE Re nzEQ, 1 过 ?之 n) 等 诬 连 续 , 从 而 出 Arzela- Ascoli 定理 
HEQ EX PHE HTAA C 
结合 1.4.15 1.6.3 OS, 
1. 6:4 定理 AHD H DWE. 车 有 有 界 开 集 人 CX， 
使 得 0E DY AC (0,1),BVP 


“21+ 


be = Af, ryt € J), Bz = 0 (8), 
的 任何 解 E32, U BYP) (249 AR rel 
应 用 1.6.4 的 关键 在 于 构成 满足 所 述 要 求 的 开 集 0, tÆ 
整个 方法 的 最 适 技 巧 的 部 分 ,而 且 必 定 需要 某 些 附加 条 件 .对 器 
的 最 简单 的 选择 是 令 Ox Xoel <P RH 0p 充分 大 ,着 
(8), 的 解 工 伍 清 足 lzix<o, 则 当然 real. 因此 有 
1.6.5 eA) ~H)RWE,A 
sup{flzlzr: 工 和 Xo JAE (O,1).2 WEB <oo, (9) 
W BVP(1) DA RR. 
这 样 ,判定 BVP(1)(2) 是 杏 可 解 ， HANN BVP (8), 的 解 进 
行 “ 先 驻 和 合计” 以 验证 (9). De AP ATTRA ee RBS 工 , 瑟 与 子 的 具 
RTE ERKAT /的 一 定 增长 性 限制 . 
鉴于 条 件 (9) 并 非 总 是 容易 验证 ， 可 考虑 对 人 2 作 更 灵活 的 选 
择 . 例如 可 取 R= {rE Xo: lalxce Ajr |o<r} 0<r<ce 注意 
TEM |r la" “lor 且 二 者 至 少 一 个 取 等 号 , BUF 
1.6-5 4; 
16.6782 BRIF D~ CH r>, E 
sup{ |zix: rE Xog Ae (0,10, fF r W E 
(8), A. jx |p Sor} <lce; © (10) 
24 x WEE CaA E (0,1) Bmax | x?) | Ar, WBVPCLD(D#A 
RE o - 
试看 两 个 具体 例子 - 
1.6.77 考虑 2 阶 Dirichlet 问题 
r" = fyz, dG E J) s0) = aC) = 4, C11) 
其 中 f:7 XR™—+R"* 满足 Caratheodory # ft RK 
HOF E pogr Elid. Ry). ee 
lf.) | SpOlel + oy HrU E Tr,y ER”); 
(12) 
+ 22 * 


teh + Zleh <2. (13) 
SX =C R, |rje=maxi |z lolz le}: X= {zE Xi:z(O= 
(1) 二 0}. 今 验证 1, 6.5 之 条 件 . ERIE BVP“ =0, r0) = 
rD =A ER, B AHOA E: 实际 上 ,对 于 本 例 可 求 得 
(7) 的 具体 形式 ， 


Ky@) = Podge, (14) 
其 中 
sít -一 于) < 
eD = > © g9 
FEU et (H,) BH H,). 设 ME (0,1),zE X. ME 
z” = Aft rx’), , - c16) 


> i= la P 由 分 部 积分 有 . 
w= F Cx A TI Gde = (zt ， 元 oy] - 一 Pe Crit) r” dt 


= fiord < lIzleizth. 2 0 | (17) 
Q ' f 
Y EJ, E 2(0)—2(1) =0 并 用 Schwarz 不 等 式 得 
1 
lz lmin{| tz cs)1as,| [zas) 


<mn{ v E , VIE |r hE, 
¥ 2 


BB i zlo<p/ M42. we = (K2"Y FOOD 
w= | face ood izl 
RE LEl h ARPAS ODR aan 
lz" Sl philelot lel le lotiri 


< leht ighl lht irh- 


ft 
大 (3) 推 出 jgql) 过 1; 故 可 总 上 式 解 出 
nh <= talon -A + Ili}. (18) 


. 23>» 


以 此 代 和 人 (17) » oJ AR iH 
pS 42 irl Ce — lel — 2lgh)™!. 
这 与 1zls 委 ay v2 ,|zx l<le"h 及 (18) 一 起 表明 ,相应 于 9) 的 
条 忻 满足 ,于 是 由 1. 6.5 知 BVP(11) 有 解 . 
BRS Y=CCU.R),2Z2=X,11C’. 24 A ERBACHER 
1. 6. 1~1. 6. 6 PREZ. CGE SH A A EB BO. 
1688 考虑 2 阶 周 期 HBHVP: 
2 一 了 CI Ged); 
Fo = z1), z (D = 21), 
其 中 FECT XR™ Rf, + 2 fas s+ RE SBE 
(Hs) 3 asésesr>>0, E] fary |<alz]+élylte GE, 
a,yvyER™), H $lr|=—r.(2,y)=0 时 (zf I) 20. 
HWY) + km, KH (ee Xi ce (O21). 《07 一 
x O} Z=X NCY =C, R"), Le=2"—ar.Fe=fltsa2') 
ax. RERA K=(L|Z) CELY, X T =KF Xs >X.. A 
E O, Dor =AFx, | lor. 2 一 47Y BRS rE X, H | 
z" = al] — Ar +- Afl r), (20) 
令 pn 一 |z h i 1- 6.7 A S Ne lole” lis A M (20), HA 


É <r [ad 一 (x) | +aa la (2) | le G2) | + acdde 


Sar’ breters 
这 推出 eceonst. RASA (20) 5 (Hs) lz” | 所 const, 设 r= Czy). 
由 r0 =r DA 4€E (051) 22 G)=0, T 


wl = fz (ds | < 


(19) 


< |x”; in ls <n), 


这 推出 jz |o<const. Aaa TODA RE. 
RKR x ME, Bmax |x) |r, AM HEF: lro | 一 
六 oli) & (rt) TLD Et =S RBK. HpEcC iy Ch) 一 
Cr (to) 2) P UOS, FHKE HDA 
+ 24 . 


Or to sxGod) 
=al]—Aar+ACarig) s F osr o) yr (fo) 
wati—Ajr>o, 
得 出 矛盾 . 因此 由 1. 6; 6( 注 意 前 面 的 说 明 }) 得 出 BVP(19) 有 和 解 - 


$7 LS E 5 Brouwer E 


如 在 $3 中 引 人 度 时 所 预期 的 ,在 前 几 节 中 ,我 们 仅 仪 依据 度 
的 基本 性 质 , 经 不 多 的 演绎 步 茅 , 即 达 到 了 度 理论 所 能 引出 的 颇 为 
深入 的 结论 ,而且 撞 触 到 某 些 有 价值 的 应 用 . 迄今 为 赴 , 完 全 未 谈 
及 度 的 具体 构成 ,更 不 必 说 度 的 计算 公式 . WB LK Ra 
- 质 (D1) 一 CD,) 作 为 公理 ,由 之 出 发 应 能 展开 整个 度 理 论 . 然而 ,这 
一 展开 过 程 只 能 “ 迁 回 地 ”完成 , 即 一 般 理 论 的 建立 有 蒜 于 对 LS 
度 与 Brouwer 度 这 两 种 特殊 情 损 的 充分 展开 ,省 则 不 足以 克服 某 
些 技术 性 障碍 . 而 且 , 对 特殊 情形 的 深 人 考察 有 助 于 达到 对 度 的 更 
好 的 理解 . 不 过 ,对 LS 度 与 Brouwer 度 的 完全 的 讨论 并 非 短 短 几 
页 所 能 做 到 ,我 们 仅 和 希望 本 节 起 某 种 阐释 性 作用 ,因而 并 未 顾及 逻 
辑 上 完全 的 严格 性 . 
1.7.1 命题 OCX. 为 有 界 开 集 ， pe SC aan Fink = 
CO, MAH Re KOX 5 FIO KW RK FED, ,使 得 
FixF' =FixF CK, H. 
dU — F,0,0) = dd — F,n,0). (1) 
证 mik FixF 4 OC GMMR K=O. Fe=2€2 FT. 8B 
={ACX:A A Fix UFC A)CA}, WERE K& [JAE 


B, CACOP AN KCK, CEL Ait K=C. th (K) = FON 
K))<a(F)a(K) #8 tH o(K)=0,K K ED. h 1 2.5,F 1 INK) 
ARD K F .FONCcoF ON KICK. B® FixF =FixFCONK. + 
K= (aida, K) 2 1/n} on AAK M h DOD) 
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dUI—F,02,0)=dUd—F,O\K,,9) 
=d(I—F,O\K,,0)=dUd—F,0,0). C] 
注 ”1.7.1 的 意义 在 于 ,可 以 用 一 个 LS 度 dU F,R, 0% 
提供 有 关 FixF 的 信息 ,而 不 必 下 E .因此 可 以 说 ;原则 上 LS 度 
fe FA! 
17.288 HOCK EARTE, FEAA, a FixF = 
O We te SE Fes] YX 与 GECMH.Y). fH 
dU — F,Q,0) = dU — GY N @,0). (2) 
证 AUPADA C. 2. 4), eA inf |2— Fa|> 0. h 
1.2.6, FEA REF SM YCX 5 GECH.Y),MIF-Gl<e. 
Hf (Ds) (D, 48 Hy (2). LJ 
1.7.2 ALLS E A R Brouwer W , A W Ff H Brouwer 
BEHE J H Ee RA. i FEA RSE SAE R A 
拓扑 与 分 析 工 具 可 用 ,Brouwer 度 是 较 易 把 握 与 换 作 的 . 
7.3908 BOCR HAA AR. SECCH,R},0€ 
SOQ) WHEsEC CHR"), 0B eM IEMA CRY rE 
z Og (2) CGL(R")) HB d( $18.0) =d(g.82,0). 
证 BR Ad, f(D) >0. BAEC? HLR") ,使 [了 一 天 |， 
<e[75 3803.6]. 由 Sard 定理 [7535.5. 3 站 有 正则 值 y: lyl<e. 
Seg=hk~y 则 0 是 上 的 正则 值 i 一 go 之 2e, 于 是 由 (DOA 


df ,2,0)=d(g,82,0). LJ l 
1.7.3 表明 ,对 于 Brouwer 度 可 限于 考 典 足够 “好 ”的 画 数 ,这 
就 为 建立 某 种 计算 公式 开辟 了 道路 


1.7.4 定 现 ROCRHRARAK SEC CO,R),0€ 
(AQ) 40 F f BS TE BO LEE » 
d(f,Q2,0) = >) sgn detf' (z). | (3) 


ftzi=6 


证 EH ro £700), B EOE f Cr) EGL(CR"). h B 
数 定 理 , 了 在 25 S6 ty ia BE C' H) RE, oh To 是 站 的 孤立 零点 .可 
»* 276° 


SL FOOBAR, EH toti sIn) FESPA AY e0, h 
(DA | 


df 2,0) = Sdf, BeCx;),0). (4) 

1.3.34 dC Bela) =d if Czy), B.C0),0), FHC) AA) 
RF RR HER 1. 7. 5 得 出 ， l O 
1.7.5 定理 H AEGL(R"),e>>0, 则 | 
d(A,B(0),0) = sgndetA = (— 1), (5) 


P 是 A 的 负 特 征 值 的 代数 重 数 之 和 . 

证 ”不妨 设 s 二 1 ;A 是 Jordan 标 准 形 . 由 (Ds), 若 AC， dE 

 CCla,6),GLCR9)), Wd(A(t).B, (0) ,0) 与 1 无关， ;显然 sgndet 

ARS ¢ 无关. 基于 此 ,证 明 归 于 将 AM GLER) AMBRE 
+] 

线 作 连 续 变形 . 首先 将 每 个 Jordan |"? | | 中 的 1 代 以 参数 


t 并 令 其 递 降 至 等 ,于 是 4 变 为 AQAD -DA A 为 对 角形 或 
a Ë reost rsint a É 
yml s Jeet a0. 区 | | 替代 | _。 IE 


—rsing rcost 


0 
t aratan” | .于 基 可 说 A 二 diag (wy) 0AE 


一 0 1 0 
R; 进 而 可 设 一 士 1. 因 | Sharaf REAR A 


=diag(1.:+,1,t1). 车 A=1, M (h (DIAM. # A—diag(1. 
~51,-1), WA i n=l A AI S Ill, RI 
(—1:0 h= 0,1, aS la| 12. 用 一 同 伦 论证 易 得 &CF， 
只 ,0) 一 0, 于 是 由 (Ds)(D,) 有 

0 =d (f ,0 4a ,0,0) 


dl _rL 1 
=a| -1—7 2,0] +d 1-5 .2,0| 
= d —I,2,0)+d7,2,0), 


由 此 得 出 aC —7,.2,0)——1, MBE. = 
«27 « 


17-4 51.7.5 RRA ET Bruwer 度 的 明显 算式 ， 而 且 也 
对 “方程 Fr)=0 的 解 的 代数 个 数 " 赋 于 了 准确 的 含义 ,至 少 对 性 
质 充 分 “正则 ”的 上 是 如 此 . 这 样 ,Brouwer 度 就 成 为 一 种 易于 理解 
与 把 握 的 概念 . | 

在 无 穷 维 空间 中 不 再 有 对 应 于 (3) 的 公式 . BFS), ABA" 
个 优美 的 无 穷 维 推广 : 

1. 7.6 定理 [43;Th.9.10] BRTELCKINSC,1E (TM, 

dU — T,8.(0),0) = (— 1), 

其 中 e 汪 0,8 是 工 在 (1,00}) 内 的 诺 值 的 代数 重 数 之 和 ， 

注 若 1.3.4 中 条 件 (H2) 或 (Has) 满 足 ， 则 直接 用 1. 7.6 得 出 
d(f,2,0)=1. 


$8 Borsuk 定理 


FAR eBRDCK ES. D-Y, oddf SLf) — 
f (2) ]/2 A f ARB" Sf BA A coddi =F, S BAH 
<>oddf=0;0dd/ wy 3 BR. 

1-8-1 Borsuk 定理 i ACX 为 有 和 界 对 称 开 集 ,EQ,F 一 
I 一 fESC(7D). 若 /满足 条 件 

(HY Y Gr}EITXM: fF 7), 
Macs, R, 0) = HK. 特别 ， 者 /| OE oF RHO ESAD, 则 
d(f,9,0) = FR. 

证 下 面 分 几 步 相继 归 化 到 特殊 情况 ， 

首先 令 二 G2 ,z= 二 (1 十 2) [Fx 一 tC 一 x)], 则 由 1.2.7 推出 
H.JX0—-X 为 SC- 同 伦 ; 条 件 (H) 推 出 ANN Fix =O; A= 
H,=oddF. AAU HR FE RP RABE PARR, H ann) 
FixF =(). 

HK ik K, Fax 17.1, U 8 EBA K=—K,FiSoddFE 
4) (0). F,|MINK)=F|GINK) FICK. BAW FLAP 
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AME PEON). 

SHEL. 2.621 PR iy} OMS, RY 24 Fy AF a BS Hh 
2(4) 定 义 的 心 亦 为 奇 函 数 . 基于 这 一 事实 与 (Das) ,以 下 不 妨 设 
X 一 R" , 即 OCR", ECORD hy A BH, 0E aD. 

Reece CAR), El — gha hi REA ht>, E 
cE alg (0)); $ h =oddg —el, HAECCMR DEF BB, deth 
E0, lk Fl 充分 小 , ADA RAA FEC det fl’ 
(0) £0, 

令 Uy = (ae Cry aa tn) EO #0), = UU Sk 
n) ease. Be f(r)/oCr, FE O, EASTER y’ 48 | | 充分 小 ， 
则 0 是 奇 图 数 ainia) py EO ELH EMA. Bac, | 
已 作出 Co aa gj, 使 | 一 | 充分 小 ,0 是 各 | 六 的 正则 值 , 取 
6x62) /9C a4) FE Ui ER TE AB y11, 使 | y+| 充 分 小 , 则 0 是 
CY A i 244. (ee a) — Ma) TE Oh ERR. | 7 一 
gen lo 充分 小 . 如 此 直至 得 出 Co AR 8,,1f 一 gs]。 充分 小 ,0 是 
gx | 上 2, 的 正则 值 . > g=g R g (0) =—2',., CO) = =f C0), A, 
={ {0}, 0 0 IE gla MEME. A g '(0) 是 对 称 集 ,而 2 2 
wm ek AS (D5 1.7. 4 得 出 

df ,0,0=d(g,N,0) 


=<sgndetg’ (0) 十 > sgn detg' (xX) 二 奇数 . © O 


tres Tea 


Borsuk 定理 的 结论 异常 深刻 ,仅仅 是 它 所 提供 信息 的 一 部 
> EB“ SRR> AR > RATE”. REY PARANA. 
下 面 是 茶 些 典型 的 应 用 . . 

1. 8. 2 定理 (Borsuk-Ulam) # ACX AARMRARLOE 
Q;F=I-fESCM) faba TX HRA TSH. MA rea, 
te f(—2) =f (x). 

证 车 定理 结论 不 真 , 则 godd HM LAFA, m i—-g= 
odd FE SCO). F fb 1.8.18@d6¢.0,0)40. 另 一 方面 ， 
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g(a inl f(a) —- RAS X 的 某 真子 空间 ;从 而 X\g(a ih, 
wD) d(zg,0,0)—-0, BHR. E 

E fects .R)W 六 有 扩张 FECCR RD. 2.7)， 于 是 
.由 1.8.2 得 出 ; l 

1. 8.3 推 论 # SECS, RO, WJ XES*; firs fla). 

X a= Hf, 1. 8. 3 的 结论 的 一 些 有 趣 的 地 理学 解释 在 数学 史 
上 颇 引 大 注目 . 

1. 8. 4 推论 5 三 明 藻 问题 ) 设 ACR" mes Co gin), 
MAM TH PAA A 为 等 测度 的 两 半 . 
”证 在 给 EA (Eor Eist send F Ht{Cy yn) )E 
R’: > y> to) f;C2)=mes(A;f) H) » N4 f= 六 sfa) E 
CS*,R") ,于 是 3 ES" fir) =fr), P=0H, 即 为 所 求 超 平 
面 . J 

1. 8. 5 #i¢ (Borsuk, 1933) i ACR 是 有 界 对 称 开 集 ,0E 
RaR UAA BEZAS AN —AD=CVUSi<m). A mo 
fe . 

证 i m&n. ® fio) —d0z,A;).8) f= Citas fa DE 
CHR”), FH 1.8.2 4 x€ at. f(a) = f(— 2). J idma 
E€A;,M—re A, X35 f= f(—2z)=0 FH. KE An, WH 
3 i<tm; -rE A, SRS OR. E 

18.6 201.85, fEC(AQ. RBH BR, Fa0) 
ET R AHATZ, OAE. 

证 h1 8.2(# 1.8.3), zE: fins CrN f Æ 
FAR, Ss f(a). AE (rT) 二 0. 口 

1.8.7 开 陕 射 定理 设 UCX 是 开 集 ,=I 一 ff:U 一 XX 局 部 
JEER. S AARAA N EFA. 

证 Y 2 CU. AiE Sic JE UUV. KOR fe) = r= 0. 取 
r>0 ah. F A=B, 0), tE FAES A rn ARH. AG, 
o= Far) — Fair), A Ay 二 ,Hi 是 奇 函 数 ,30 门 FixH. 一 

a 30 = 


JUGE) HARRE Hid Xf 一 到 为 SC- 同 伦 .于 是 对 和 分 近 0 的 
y 有 
df, fy) = dU — Hd,0) #0, 
从 而 yE. 这 表明 0E Cf0)', 如 所 要 证 . I 

在 1.8.7 的 条 件 下 , 若 了 是 单 射 , 则 U> U EAE; BS 
AM (vex. 利用 这 些 事实 容易 建立 ， 

1. 8.8 满 射 定理 8 F=I—f:KX—X CRRRtWSC. WL 
下 每 个 条 件 蕴 涵 =X OF A ARA E R S C |r oo 
| f(z) |e) Gi) im |Fz|/]z] <1; Gii) A>O,V TryEX: 
| f(x —f Cy) Alr yl; Gv 是 Hilbert 空间 ,强制 , 即 |z| 
oo (f(x) 5.2)/ |x| oo. 

证 SRE ORE Sy WM 4 会 {1z,} 有 界 , 从 而 A 闭 
C1. 2.4), 于 是 ye f A. 这 表明 /XX 闭 , 因 此 由 1.8.7 有 XX 一 ,其 
次 显然 (iii) 之 (i). 

BR GDR MHES yOX, 24 p>0 充分 大 时 有 | Fra 
|r--yf (Y 2z€aB.00)) .FBADIA 

d(f,B,(0),¥) = 2U,B,00),¥) = 1, (1) 

因而 yo XX. 这 表明 PX =X, 

BRAVE EJ, Rl 

fee td PCa) [ert fi, |x|) 
=t |r| + (fr) x) ro z], 

SE VEX, H p EAA |r| =p>yele f(a), 于 是 同样 由 
(Ds) 4 tt (1). L 

Borsuk 定理 亦 可 用 于 微分 方程 问题 ,下 面 举 一 简单 例子 . 考 
E BVP 


pO aD (2) 
im] . 


Bu=o, (3) 
其 中 ALEL LIRR OS Sa), fJ XR” —R BE $6 ps 
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件 (H CHa) 9 B= Cryx ye), BE LUX, R”), X =C, 
R"), 以 Lz 记 (2) 之 左 端 , 设 定 以 下 条 件 : 
(H) 3 8>0, PEL J), Y AE [0,11,BVP 


. Lz = fit, €J),Br = 6 (4), 
的 解 x WL Se) |< pep) leE) | 时 必 为 等 解 , 其 中 
Plt) = (AF — Aft, — x)1. (5) 


(Hd J r>0, Y G,2EsXR™, |z| rel fG.z) |< Pe 
* izl ;其 中 Bpi H). 
1-8.9 定理 HCH, (H,) 满 是, 刚 BVP(2)(3) 有 解 . 
证 APRs 是 BVP OHE E 
et = M(t)z + ga) E J) Be = 0 (6) 
的 解 , O P M 1.6.1 SEE. g—0,-,0,9,/XR™>R™, {ER 
zEx, eM 


Te) = <(0) + Bz + | Mozi) + g(s,z(s))]ds. <7) 


RENE TX OX 全 连续 . 显然 EX 是 BVP (C6) 的 解 
r= Tez. 取 充 分 大 的 pt, ü= {zE X: lzejp<e}, RA E E 


T +X 满足 1.8.1 中 条 件 (H). ~ 
个 不 满足 (CH) 意味 兰 存 在 ,zxz)EJX an, hh 
z= (+4) [Te — arc— z)]. (8) 


可 设 A> ORM BA = 一 Tz). 将 (7) 代 人 (3) 得 
20) = 200) + Be 十 | [MOC + gazis, (9) 


其 中 m= (0,+,0.f:). (9) RA z WE BVP. 
z = Mie + git zd € J), Bz = 0, . (10) 
这 又 推出 看 在 XEC" UW R") :z=2.20 WE BVP(4),. 
BV EJ: lzi | 之 rr kR iH) , 则 由 (HH) 有 
lfte.2@))| = PeOjze@)|Wte A, | 
TEHA 4 CA SE H)=0 BRIS. BEUA EJ: le(ty) | 
+ 32 . 
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<r. 车 fol AY tE fe 1s 
lett) |= jee.) +] CMGs)x(s) talt) Jds| 


<r+f LEIM s) | Izts) |t [gasgl | jds, C41) 


>0 BET WR. RAE PCRs) EH G2) ET XR™, |z| Sr 
WIC. sh ,这 结合 条 件 (H:)》 得 出 
IFEN] < Bo Nz) | +A Gt EJ). 
pas ste Sb PR RE 
ge | < BJC | + AG) CEE J). 
PA LA GDA 


lIz@)| <r + fal, +f ws} dzs) |ds, 
其 中 wk) 一 上 MG) | 十 Bpls). 于 是 用 Gronwall 不 等 式 得 
IO) <r + lal exp| | w(sdds) 2 Re <2 < 1s, 


R 5 p ER. Ë not, PB ey A He (Sk, K lz |. 
SLR. AWE Roop. MK rea? aw re. C] 
类 似 于 1.8.9 HAR E188] Hwa. 
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第 二 章 ” 锥 与 正 不 动 点 


本 章 讨论 有 序 Banach 空间 中 的 非 线 性 映射 及 其 不 动 点 ,其 基 
本 恩 想 一 方面 可 潮 源 于 经 典 分 析 中 关于 单调 函数 的 熟知 结果 ; 另 
一 方面 基于 度 理论 的 某 种 推广 ,后 者 学 致 关于 “ 正 不 动 点 ”的 一 系 
列 结果 ,这 些 结果 今天 已 广泛 应 用 于 各 类 非 线性 方程 正解 问题 的 
研究 . l 


$1 Æ 


2-0-1738 B KCX. EV APOAKCA WERK HEAK 
是 闭 凸 锥 生 天 们 (一 天 ) 一 10} 天 天 , 则 称 K 为 序 锥 . 
锥 是 要 求 甚 少 而 作用 甚大 的 数学 概念 之 一 .本 书 在 两 条 途径 
上 使 用 锥 概念 :其 一 是 用 作 描 述 某 些 数 学 对 象 的 “方向 锥 ”, 第 四 、 
五 两 章 将 予 考虑 ;其 二 是 用 于 定义 序 关 系 , 这 是 本 章 的 课题 . 
fE SE 23 hE KIX 在 匡 中 导入 一 拟 序 志 (必要 指明 天 
时 记 和 作坊 k) eye yc EK. SAAB WER: Lya 
DAER, M ctasytb Aras A ree Er AE y yy DM oS 
y BK RPS SOR XR EEX SBA 
Banach 空间 . 为 记号 简便 ,本 书 约 定 : 当 写 出 ,时 意味 着 XCX 
Wak AEX PAH XY RARES eyer yE, 
aK yery—r€X*,;[a.b)=(2€ Xarb) OFE), ACX 
序 有 界 二 = 2,6E€X,ACla,6{; AS BeN aCA kE Bab; 
Fev r o OX BRR RM ,DCX->Y ARMA MBA 
的 . 
Xs dE PEW SAPP SS. 
2.1.2 Æ% 4 X=spanX, (=X -X MX: BARE 
. a4 本 


的 ;车 X=spanX,, i 下 | BSS hsoX POP AR PAA 
界 , 则 说 X BEAR; ASX a Se Pe eX BE 
Bas se X PRAA RT A eX, PIED. 

2.1.3 定 理 X°.+O=X, EAE 86> 0:8 (OCC 
A(X, 1B, C0) — CX, NBO). | 

HH XAG 20S Xi, 0: Bay) CX. NB, (0). 
& d=e/r, WM) BOC. 

若 Bs OCC, RW X= UnB = UPC = XK, —Xy. 

车 X=X,.—X,, A X=UreC, FEM Baire 定理 有 CHO. 
h Coat BRS HEU OCC, FHI 00; BaO CC, Sik BCOICC: 
V x € Bs(0), R x, ECM Bs(2r),22ECN Bdr 2x) ,rECN 
Ba 82—42,—222),°° 加 此 得 iz.) CC yr = Dy, 2 La ec. O 

“和 "+ 天 人 "是 一 个 不 常 有 但 极 有 用 的 性 质 , 它 反映 了 X+ 的 某 
种 “丰满 性 ”, 且 与 "再 生性 ”"“ 完 全 性 ”一 起 构成 “丰满 程度 " 递 降 的 
三 个 屋 次 . 

2.1.4 定理 ”以 下 条 件 互 相等 价 ;()X| 是 正规 的 ;tii)inf{lzx 
tyh. ye X (dB) >0,B=—B, (0; dipa Boo: bry |z | 
<Blyls Civ) (B+ X591) (B-X AF. 

证 GG). 若 (ii) 不 真 , 则 3 zy E Xe NIB: |x. ty 
n(n 之 1); 于 是 0 各 nr SD) kay + y) Xa AREER. 

GÐ Gil). GDA. WA trs Yn OKL Sya lEn l aly, > 
0.4 aE Enla y nst a FAR ee ee 则 sz 和 + 人 
Byn lE lz Sat l, jr tn 2al) Gi) BE AR A. 

i> v). Y a bE Bor, yO Xr 4 ata—b-—y HA OSs 
Sba, FRA Gi) HY |r| <8 l6—a| S22, ATH la tal <q2e+ 
1. Ae CB+ Xi) 1 CB-X.) CBr 1 (0). 

Cv 二 G). i aiar Eh, 可 设 ave B, FH r, at rı ra) = 
b—(6—2,) E (B+ XK. (B-X.) GNS AA. O 
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正规 性 通常 在 以 下 形式 下 使 用 ; 设 已 给 x A ees 
6, M praba, TEIR 2. 1. 45iii2 得 出 一 “ 模 佑 计 ”: | 一 人 | 
<8 lea]. 7 

21598 全 正则 一 正则 一 正规 . 

证 若非 正规 , 则 有 zy EC Xs 1 AB OO). lat yl < 
nD so = Dae + Pa) Set = Em tb lee We, EA BF 
有 界 的 发 散 增 序列 ,因此 到 | 非 正则 亦 非 金正 则 . 车 及 | 全 正则 ， 
(7 CX BH PW APA XE OAR ATKA 
TÆX EW. 口 ] 

“有 界 增 序列 收 钙 ”是 熟知 的 实 分 析 结 论 , 这 一 千 论 在 一 般 有 
序 Banach 空间 中 只 是 有 条 件 地 成 立 ,而 正则 与 全 正则 性 正 表 法 了 
1X FE He FF. 

2.1.6 fa 1" 本 书 中 如 无 特别 声明 ,在 R 中 总 采用 由 锥 R+ 
= CR)" 导入 的 “ 标 谁 问 量 序 ” R$ 内 部 非 空 且 金 正则 . 实际 上 ,不 
“ 准 证 明 R" 中 任何 序 链 是 全 正则 的 ,更 是 正规 的 . 因此 ,在 有 限 维 空 . 

间 中 不 会 有 否定 2. 1.4 之 条 件 (i)~(iv) 的 直觉 经 验 . | 

2° BECO, se) BET IA BES I), X =L, R Lpo, MX. 
ALR, R OE X PAPE. XL =O 1X BRE: BT EX 
有 分 解 z= 二 z+ 一 x .其 次 ,不 难 用 Levi 定理 推出 Xi HS ERI. 

3° RX = co (MMT SAK Be OH Ss AD PX (Ca) Eco zi 

, np 
之 QCVY £221); AE URE. K EEEN: Se C1500 15 0505), 
Wiz, ceo 是 有 界 发 散 增 序列 . 

4" X=C(T,R).T 是 紧 工 空间, 则 生生 CCT,R+) 是 正规 

- W. X RM TE MI. Bla CAR > 即 非 正 则 nSt OE 
J), Ria, ECO. R) PARA AE Se BB eS F. 

5 i X=C'U.R X PRA la le=lelot [x la K 

X,=XMNC UR, X PAE TE MAE 2x, Ssinnt (nelle X P 
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序 有 界 但 |z.|x 一 cofna 一 cc). 其 次 注意 XL =XNCU, (0,0) 
加. oe Py BH 2 一 起 说 明 : 序 锥 内 部 非 空 与 正规 性 之 间 没 有 必然 
联系 . 

A MRAR E, X SAXE EM” R E E a E 
“SAAS”. 然而 ,在 无 限 维 空间 中 ;许多 自然 地 定义 的 锥 难免 这 种 病 
态 . 在 这 种 情况 下 ,有 一 个 对 室 间 与 锥 同时 进行 改造 使 之 消除 病态 
的 标准 方法 . 设 天 是 X 中 的 任何 序 稚 . 任 到 0 关 eE 疏 , 令 蕊 一 
Ri[ 二 esej],[ 一 erej] 是 由 所 x 决定 的 序 区 间 EX. 中 采用 范 数 1x|， 
sinf{A>0.2€al—e,e]}, Mb BAX, | ， |. 是 一 典范 空间 , 且 
K.-AX, [K=R;[0.e]Æ X 中 的 序 锥 . 如 此 构成 的 天 - 有 较 好 的 
性 质 . l 

2.1.7 定理 K. AU PCE: GK. Æ X. PAARE 
作 intK, SE . ESE ELV A,ge>0: [des we }CintK.. GDK., Æ X, 中 
E. GDE K 正规 , 则 (XX., | ， (OSS AEEA X. Gv) 
车 eEK", 则 外 =X., 且 当 KK ERRI. |. 是 | 。| 的 等 价 范 数 . 

证 GEA, p> 0, Aerie, |z—y|_.<eye 充分 小 , 则 Om (A 
一 je yp 十 eje ,可见 yE KA TEintK,. 

GHW. 记 K, E X 中 导 人 的 序 . Ory, A Ody 
委 |y|e, 这 推出 lz| 委 |y|. A K, ER. 

GDA K ER, Wa r>0:[—e,e]CB,.(0), FRY cE X,: lz] 
Srel 可见 XOX BRSRA. B |T 一 x1 一 0Cm;n 一 00), 则 
me — Zale OGn, noo), FBT X P r,r œar. Y el 0, 4 men 充分 
大 时 有 2. — tm € eler]: $ moo fh x,-—x€el—e,e], BRA 
E X, F r, ax. WE R X, AA. - 

GVI BOCK, o> 0, M] B00) CX. A X= X. E 0r 
EXW etdx/ |x| 20, REH rls rls 4 K ER, WE Gii 
HE bac [<r cle, RE] 与 | + | 等 价 . 口 
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首先 约定 本 书 将 多 次 使 用 的 某 些 缩 记 号 . 任 给 ACX UCCX, 
E 


(UA) = {iua EUa € A}; (1) 
(Ua) 与 ts AEX we X' AS BB. if Se 4) u A 
同等 地 使 用 . 约定 


A< Bey a € ABE Bras, 
只 要 右 端 之 «Sb ARM ASB, ASS 等 仿 此 ， 

DPR X Pee XL SARS. 

2.21526 (£8 ACK, BA ACHE X eA) OH AR 
对 侦 锥 ; 称 coneAA UAA 为 4 生成 的 锥 ,约定 coneA 二 coneA. $ 
Sp u€XtHWX EWERHES Bs 4 lu, X MO D>0 时 说 是 
严格 正 的 . 

任 给 ACX, 容 易 验证 Ae X* PR A cone coA= 
co coneA,A”=(cone co4) ;车 4 是 子 室 间 , 则 A* = A+ (此 时 
On TE eR BS ME A ”与 “对 侦 空 间 A” | 

2.2.27 WKCKXBIES RH. Gju € K*=infu lK) = 0, 
u E€ X'NK* =infe (K) =— 0; Alt uK) r> osue KK" Hr 
<0. GDË rE R”, 0u E K* ,网 u(x) >0;4E K* H |u| > 
ulr), GDE XAA rE aX, AA we X1\(O}: u(r) =0. 
Civ X 可 分 , 则 存在 严格 正 的 we XS. 

证 (让 是 明显 的 . 

GDR BC) CK ,8>0, MOS (a, B(xz))=u(zx)— (uu, 
Ba(0)) ,于 是 u(r) sup lu, Ba0)) =ò |u|, be H BE. 

Git) h A RELA Oe Xu (a) Lul) FR UE 
(X*,)* = XI (注意 X CX", ) 202) 0u lr) 从 而 zz) 一 人 
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Civ) X 可 分 推出 XB" AD AR lun) HE XE NBO) 


中 弱 “稠密 ,可 验 知 z A Dn tu, 为 严格 正 . 口 
PhP sir MBE XG XE C= CXR)" KH MIMS X 与 
X** WER. 


2.230 Xe=XNXE SX ARSOXL HX". 

证 BRIX. CK. V XE XX, HORSERACE’. 
Suk T EE 2. 2. 20) w€ Xisulzd <0, Ay rE 

*, RA XOX CXL. LJ 

gn 等 式 下 | = XXL RRB ce Xe (Xho) S 
0. 其 次 ,结合 2.2.3 4 2.2.20) Giii) 得 出 , 当 XL KOM. ce 
X rPe iN Ohn > 0. 以 上 结论 给 出 将 “向 量 不 等 式 ” 转 化 
为 "标量 不 等 式 " 的 途径 ,在 与 向 重 序 有 关 的 问题 中 用 处 颇 大 . 

2. 2. 4 Krein 定理 设 ACX EFEN, KOX ERLE, AN 
KACO uk ARERR A, ANK, WI ve KK’; 
v|A=u. 

证 因 可 用 如 同 证 Hahn-Banach E9 — HERO EIA, RW 
| He X=ADRe cE A.M 2, € A,O> 0, fh Bala.) CK, W 8T elz 
+eEK, FRAT lelro=et (8 lelaFeoECANe+t KFS. 
YV z€Afle—K) yEAN C+) A y—-c © AN KAM ely — 
T) 220. RA Ka. AT) Ce — Ku, AN e+ K)>, Fa FER: 
AN e SKPS ES m AN Ce+K)). BR 

vla + Ae) = ula) + Aa C AACR, 
Rly eX EMRE A, v| Acu, h E RRR (KO. 由 
(uv, Bs(0)) = wro Bil xo) Sula HE o AR EE Sew 
BER. 口 

给 定 一 组 锥 KK; CX SiSn) ABCUKD' SNK) "有 其 
重要 性 , 直接 看 出 (Uj Ko = K, (N Kot D coli K) = 
SK ; 要 紧 的 是 在 什么 条 忻 下 有 等 式 
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(N KO = > Kè. (2y 

2.2.5 定理 UPS TRESS A), OKOS Sn) 
4 hE, DOK 弱 * 闭 ; ROKL BA LE, NKE 
O;GiDn=2,K, 是 子 空间 ,KK; 为 凸 锥 , 且 KiNK. 4S. 

证 Se ue (NK). AREE DK. 

RROME Su DK , 则 由 分 离 定理 有 E Xul) 
< (DIK xc), 这 推出 wu(z)<0; 而 

LEDKY 一 (CU Ki)" = Ki =N (XN KD 
(2.2.3) Mii cE NK Ree (NK FB. 

RHODE. S D= (Cree) EX CX’, ,M=GOK,, f 
(roc) =u le) Mi DEF SAM BAF OB, DONMA, SD 
NMO. 2.2.4.8 g=Ca EM EX ,使 得 g1D==/. RHE 


H u = de € DPK?. 
De Gi) E. OA ul K: 用 2,2.4 得 vEK; :vv|Ki==v|KK;， 
FE u= luv) 十 vE KL 十 Ki， E] 


现在 考 虚 另 一 个 类 似 的 问题 : 设 AELCX, 了 ,KCY 是 一 个 
Hi KR CA UK)? BRAK’ ATK", 
AATK)i=0 it A KCA KRKY. MEF RS RY 

| (ATR = A'K’. (3) 

2.2.6 Farkas 引 理 设 AEL(X, Y), KCY. MY FRA 
PRBS). (i)K EMDE, A'K CX’ YA A GOK BS 
EKARA. 

证 REUEL 'K)' ABB uCaA K SKFORBE i 
nEA*K" , 则 由 分 离 定 理 有 ce X ula <A K'o) =K", 
Ax) OE Bala) <0, Ar EY K''=K,8 uE (ATR) FB. 
AACR WE 下 XY 中 对 了 于 空间 GrA SAH KKK 应 用 
2.2.5 得 
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(Grd fT} CX x KD” = (Grayt+ {0} XK’. (4) 
BR (a, 0) € GrAN (XXK))" FR ROA ACK: (x,0) 一 
Ces A+ COA) s Cu, AVE (GrA) ,这 推出 wu 一 A*4E A"K". T 

注 WACL(R’ R") BARA HARUM. TÆR 2.2.64 
(ATURE) = A* R3. BAA Farkas 引 理 原本 指 此 . 

Farkas 引 理 是 关于 不 等 式 系 统 可 解 性 的 一 系列 现代 研究 的 
开端 ,有 许多 重要 应 用 . 在 文献 中 ,2. 2.6 的 推广 与 变种 虞 多 . 

对 侦 难 概念 的 重要 作用 之 一 是 通过 式 + 与 守 ? 的 联系 相互 推 
出 彼此 的 性 质 , 这 种 可 能 性 基于 两 者 的 性 质 之 间 存 在 某 种 “对 照 
表 "”, 下 而 的 结果 颖 出 这 个 对 照 琢 葛 一 部 分 ， 

2. 2.7 定理 UX, HES. 由 XL ARAM HO KLEE: 
X 4 Fe EAE A > X EER 5 X 4 EA XGA HH. 

证 首先 指出 XL 天 10} CRA 2.2.3 AX, =X XE" 
X), FE XT RS (0) 一 人 门 ( 一 = Xf espai = 
XX MESH. | 

NX BEM. A 8 0:8BCC,B=B,(0),C 依 2.1.3. 
XIE X PSAP OSes, Ml | 

|u| = supu (B) < supe(C) = supv(B) = |v], 
这 表明 XL IER. 1.0. 反之 ,着 及 不 是 再 生 的 , 则 由 2. 1.3 
ZEA OCC’. FRY 121,3 r, En BNC. R n EX 4,.600<1 
Lul, len >n A w.E BY +H B =B OCX* CF 
NAB +X S Aaa X AB +X OKI 
ua) Kil sE —X,NBCC AMAR). AM B' +X, 
这 得 出 X LAE ERO. 1. 4). 

XARA XL BX AEM. A X= Xx) 
Xi SER. RZ XL TRAEN. D =B NXT DIDA 
E X° 的 0- 邻 域 ( 参 考 2. 1.3 之 证 ). AUFERAT nE 
zDD t lial RA H ir CBAN 

«dps 


| 


(B—X+) ,从 而 X PERG 1.4). CJ 


Y 3 正 线 性 算 子 


KX PORE XL, SARS. BRL (天 ) 全 14EE 工 (全 7) 
AX, CX) dt DCX) ACK, EO LT OOD BE. ES 
A LCRA RECO IDE. 称 每 个 ACL XA ERR TB 
ACK \{01) CX? RUG A 强 正 , 记 作 ADO. BH X=R", WELTY), 
BIER BRS HAS (a) 0a, > 9A jn). KTR 
阵 有 以 “Perron-Frobenius 理论 "著称 的 丰富 结果 ,其 基本 结论 是 
(参考 [21]) ， 

2.3.1 ÆR RAECLHR Dr 一 rd) lreset(A),BA r> 
0:4z 一 rz. 洲 4 不 可 约 ( 即 不 存在 置换 给 阵 已, 使 PAP = 
a | :B,D ATi RE). lj r 是 A BY fil SR GE fA. AA xo: Ar 
= ræ; {AG aA): |A| =r} = (rexp(2kei/m) 1S km} man. É 
ADO, AE (A) RD [Al <r. BH ASB, N (A) rB). 

T HMA “Krein-Rutman 定理 ”著称 , E Æ Perron- 
Frobenius 理论 的 无 限 维 类 向 . 

2. 3.2 定理 E X EWER OSLTECLCKX) sr =r, T) >O, 
RA O22 EX, OK Xi: Tere, T" u=rul fkr AT |X. 
WEW); 4 TOPO wf a ARER. | 

4 APB. HAs X ST FESR’. AE T= 
AI—T,Ri=T;". 

证 BAW rCo(T), FHA Laurent 展开 


2a oo 于 
R= DAG "= a <ACr+e, WD 


其 中 nel. AE LUX). Ap 0,e>0 适当 小 . 由 (1) 推 出 
As = lim(A 一 rR, = Ost Ay = AT, = lim(A 一 O'T UR, = 0. 
| (2) | 
+ 4? 二 


由 X=spanX, 5 04 Ape 有 y> 0:22 Asy>0; 1h (2948 了 一 
0; 即 Tr=rz. HA ve Xt. ula) > Oa —27 EX). $ u= 
Agu, W T; u=Ti Ag v= CAT) “v= Gu EX yu Cy) =v Ca) > 0. 
ETO Hie 非 严 格 正 , 则 有 c>O.ule)=0, FAM DE 0 FO 
<u(Tz—ty) =—tuly)<0, OH FB. 

邻 证 rE o(T). BA AC oT); Al =r A > 0G 1), A T” 
A Aik Bit Be>0,T*2=a"2, POLAD, TS ze 
NT, ) Br E o(T), — RRP ACT): |A] =r 且 Red 达 最 
大 , 令 和 一 4 十 6 THT +e’ WDB o> 0 Al =r (PO. 
”选取 任意 小 的 e> 0, PUR mel AX DO NRHA ABE 
“结论 有 20: T= Alro WH lal =L aT RBA 40, 
E xx 0, TE Tr = !lAlc=rz.r€a(T). T] 

引信 一 个 本 章 将 多 次 使 用 的 记号 : 

a(y) = sup{e € Rye Hay > 0hr E Xy EX. G) 
容易 验证 rte yyl; r 0a (vy) > 0; ye AX ay or 
tay 0>ecla,Cy). 这 些 性 质 将 被 反复 运用 . 

2,3.3 定理 设 O<TECL(X).r=r(T). @r>osr BT! 
蕊 + 的 唯一 特征 值 生 为 简单 特征 值 . Gr 4 AE o (T= [Al <r. Ci) 
# y>0, 则 方程 本 xz 二 y ER 0d | FBT cH ty 无 解 . 
Gv) 若 SECLCX) ,STEY c>0:S2>T2), M (Serre (5S)> 
r]. | | | 
E (i) 首 先 证 +>>0. aE Xp, 8>0, th B, (a)CX, Ta 
ge fa. Hosa pT"a/|T"| lala ppa T| fa | FEW T" | ph "/ 
la|, FE r= p>o. 

由 2. 3.2, § e>0:Te=re20, SA AC Riz O0:Txe=ar,. MO . 
<Asir. G a=a,(—e), H r= R zt 一 ae 汪 0; 从 而 0<T (2 — 
de) = Ar— ore, SK WE E rci, Alt A=r. Wr BT XMS 
特征 值 . 若 有 ACeCT) 2 > 0, T= àx, BAM 2.3.2 MR B 
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yor 0: Ty= |Aly FH la| =r. 由 将 在 下 面 证 明 的 结论 0 , 必 24== 
reir te T|X AME — FPA iB. 

证 NCT o = Re, fF re NOT). & reo, Bi h E Be UE A x 
E Re 4 rEX, Wj ea, lr) ,es— er FU OKT letar}? 
=rCetar) FEH oa] 

证 NTD =Re CGn iE or E LIA). 任 给 ZENITH A 
T,x2=te tER,  e>0, W] roog Rl opda Cr) 00 0ST (e+ 
Bro=rlet+ Pr) — Bie<rlet Br). ew LAAD, Forza =Tetie 
3 0,0< pa, ee) 00, 0ST (2 — pe) = rlx pe) — ter(r— 
ve) ,这 得 出 p< 之 yx! Buk eo; A 0, FB r= 0,2 ENT = 
Re. 

GIR r4AECR NCCT) HME lAL<r TEA EWS Se 
[202;p. 294]. 可 设 AHO, FRA re H0:T ce H0. Ace XK, aM 
FAG) Ar) i Oar Ba (+2) <oo,e RUD ZU. FR OKT Ce 
te, ,n=rletr lex). FH ADO. ro Aa, <a, BOA. BA 
0, RY et —r Aa, az fE A> —r, Ae (Al <r. 

WAP u EIR 2.3.2 OP BIE RA TC u=0. 

GDA c>0:Tiz=y HR O<ulySul(Tiz) = (Arul), 
这 推出 AD RS E A>r, c= Ry W Tay, RODE r> 
0. 26 X:ulT, 1) =0, m e500, RAB Tc ty 无 解 . 

GW ARS E SST RA. O p=r (0S) Whe z>0, Sz 
| 一 Cr 于 是 pulls) =u Sx) 2u(T ax) =ru(2) ,这 推出 peer. L] 
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HX Pe Fa Ay BE Xe SARS. 给 定 F;DCX7X BV Es Yy 

E Dixy Fas Fy, M FOR E ec yo Foc Fy Frk 

Fy], 则 称 下 为 严格 增 [ 强 增 ] 映 射 .对 于 下 EL(X), 显 然 玉 是 增 映 
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Ho FOF 是 强 增 映射 二 > 下 沪 0( 依 33). 本 节 结 果 明 显 地 受 
到 单调 实 晒 数 的 某 矶 直 驱 性 质 的 启发 . 

车 D=—(4,.6],em6,F:D>-X ABH. FOCD Sa 
Fa, Fb 4 ax Fa, Fos65 时 , 迁 代 序列 {F"ay 与 人 0 分 别 为 增 
序列 与 减 序列 ;对 已 或 天 + 附加 适当 条 件 可 得 出 Fra 与 FE aK 
于 下 的 不 动 点 . 如 此 求解 方程 c= Fr 的 方法 称 为 “单调 选 代 方 

2. 4.1 定理 8 D=[2,6]CX axb, F; DD 为 增 映 射 , 旭 
以 下 每 个 条 性 推出 Fa—r, = min Fixf , F"h—>zr' =max FixF, 
CG) FE; GI FESC,X, EM; GDF ÆR, X EM. 

证 . ARMA Rr AP es. Æ r, >r. MBR r. =minFixF, 
RABE. SR. APES, Win MARFA RMT: B 
单调 性 , (co SEE ee PA RR a. A zx, 一 xX,. BH 
EGO MW AS (ronz) R, H al A) =a FADSalF al A) 
推出 eca) =, R A 相对 紧 , 二 是 上 面 的 论证 仍然 可 用 . 车 天 + 正 
则 , 则 直接 得 出 {z,} 收 但 . LJ 

2.4.1 中 的 2.6 分 别称 为 方程 < 一 Fr 的 下 解 与 上 解 .一 般 说 
来 , 求 上 .下 解 远 比 直接 求解 x 二 Fr 容易 ,而 一 旦 求 得 上 ,下 解 5,a 
且 5 沪 a ,在 一 定 条 性 下 就 可 应 用 2.4.1. 值 得 注意 的 是 ,2.4.1 不 
仅 给 出 解 的 选 代 算法 ,而 且 给 出 误差 估计 :Fra 所 x. Sr Fe E 
于 2. 4. 1 的 单调 迭代 方法 被 广泛 应 用 于 各 种 非 线 性 方程 的 求解 . 

2.4.28 4% B.ED, TELCX). BAr> 0, re +X N 
BCD, #4 OSA 0 时 AF Cr, A) —Th=oll AD MRT AF 
在 co W X AU SRO IH Fl (ay). BY cE Xs, |zlrookt Fz A 
TMA FrerTrl=o(|r(> WET A F Row X SR. 
F', (oo), 340 ab BY EF’ Cx.) 49 F’_ (00). 

Fi(zo) 显 然 是 通常 的 * 单 侧 导 数 ” 的 蕉 广 . Bs HE, 
WIT AC XH 
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FY, Cao)h = lim 4 LF (ee + th) — Fx). 


HG AS ae FORA FDCFzs 十 六 +; 则 Fy (ro) 20. 8 
似 地 ,车 Foo FE. F DCX, F" (oo) 0. 

ER PSeRE 1.2.3 H— PU. 

4.3 合 题 ET =F (zo) (so ED R= OREM aT 

X alB X—spanX,,.F PES. RW TECLCY). 

证 ”只 考虑 zo。ED 的 情况 ,zo 一 o2 的 情况 是 类 似 的 (参考 
1.2.3 之 证 ).¥Y >0, 取 56>0, 使 当 hER4, [Al <P LAF Ch) 
Thiela |. Y r>0. ACX 0B), 6 


aTA= Fal T] oa |< Fal Ff n+ ZA) +Ba(0)} 


E <$ [ acP a Žal +208 |=aCF)aCA)-+2re, 
HER te (T |X, )<alF). $X =spanX,,a(F)=0.Me(T 
| X,)=0,.9 8>. ROCC, C2. 1. 3. 显然 e(TC) 一 0, 于 是 . 
«(TB,0))=0, Alk TECLCY). C] 
， -现在 回 到 2.4.1. 经常 提出 的 问题 是 :是 否 存在 rE FixF, f 
x Cr r?) 以 [zz jR led] 上 述 问 题 变 成 : 若 a,5E 
Fix EBA xo 使 e<zo 一 xzo<<8? 下 面 是 一 基本 的 结果 . 

2. 4. 4 EE (Amann,1976) 42 D=[a,6/CxX,F:D-XE 
KIRA, Fa=a<a<yCb= Fb, Fa<a y £Fy ry EREM., 
则 3 zera a= Froh. 

此 定理 的 证 明 在 2. 5.4 之 后 给 出 ， 

应 用 2.4.4 的 关键 在 于 确定 所 要 求 的 xz,y 存在 .对 1 维特 例 
的 考虑 启示 出 :天 在 ca 和 5 两 点 的 * 单 便 导 数 ” 可 以 起 重要 作用 . 

2.4.5 命题 i D=[a,461CX , a&b, F: DX ARR. Fe 
=a, Fé=b = 让 a) 与 B= 让 (DRE BABY OrCAD; 
ro 有 < Wa zi. ve D. E4 

. aCr yh Pu Say KFy. (1) 


. j 


证 ADORE XA, Bi X—spankX, (2.1.3), FE 
ABECL(X)(2. 4.3) MIA ese >0:Ae=r,( Ade. Be =r Be 
(2.3.3). RES AY 0, x 一 a 十 te;y 一 5p 一 te' 则 arayé 
五. 由 

Fla tte)=attAe tolt) attr Ale tolt} 
“atte (OE—0) . 

得 Feo, AA yy MOL. . LJ 
HAE rAr (BDL, ALAA FR. 
2.4.6 命 题 B FDD ARERI. Dr. sc" {k 2AA 

=F (r, ) 5 BS=F' lr PRE BA. BO Kar, Sze, Eh, M 

rod r DSL: AE H rAr BEL 时 必 CAD BOEL. 

证 如 证 2.4.5 A e0 Aem] resr =r A). oar. te. & 
r1, M 0 二 1 一 0 时 有 an Ea, 

a SFaxsFau=az.—tAeto) 
=r, —tretoG@)=2,—ir—llete@<z,. 

于 是 由 2. 4. 4 有 工 .三 Tt 人 和 0)， 得 出 耻 盾 .因此 一 4) 委 15; 周 

H Hr, DOSAN. C] 
blooft 6 A 2.4.5 的 以 下 类 似 ; 

2.4.7 定 理 设施 a 十 到 | ,下 :站 -于 为 全 连续 增 有 映射 ,Pa 一 
a,A~=F',(a)§ B=F', (co) 存在 , 且 A, BDO r (A> 1B) < 
1;X,0 M.A x. ya 之 To 二 下. 

证 类 似 于 2.4.5 之 证 ,有 充分 接近 于 a 的 zx;a 安 x 作 Fz. 取 
e D0, ËE Be=resr =r, B). > vy=a-+te, RY ;一 ce 时 yor, H y: 
ar) 

Fy, = By, +o) = Bat treo) 
=¥+Ba—atillr—leto@sy. 

AE — PESTA t: y= yo Mee Prekycy. BX, TERR 

[zr,yj 有 界 . 在 [zx,yj 上 应 用 2.4.1 得 出 rE Lary] Fink, FB a 

Kro F xo. l C] 
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EAA A Bie a — A SR Be aT F D 
Pic MTRPARROCK 上 ,这 就 天 大 限制 了 度 的 应 用 . SHEE 
论 推 广 到 证 赤 于 一 定 相对 开 集 上 的 英 射 ,应 用 范围 就 会 大 得 老 . 而 
这 正 是 本 节 所 要 作 的 . 

RIES A OR KCK. EAHA ACK WHEW NBA 
在 下 中 的 边界 .由 1.2.5,id-KoK 有 扩张 PCCCX,X), PX 
=K, BP BMAX BK hki. ARR FIK, FP: PĀ 
~XEFMRPRMI-FP 可 以 定义 度 . 这 引出 度 概念 的 以 下 
推广 ; 

2.5.1 定义 ESA MAROCK SRRH FD 一 KK ,0 门 
FixF=@,. ROSE P: XK 与 充分 大 的 >>0, 称 

i(F,Q) & dU — FP,B0) () P71N,0) (1) 
AFET 外 的 不 动 点 指数 ,也 写作 CP). 

注 1° 不 难看 出 (1) 之 右 端 有 定义 , 且 由 CD3) (DOK $1.3, 
下 同 ) 推 出 它 与 P,r 之 选取 无 关 . 

2” 当 咏 有 输 时 可 进而 定义 集 压 次 映射 下 :人行 -> 大 的 不 动 点 指 
KR HRPM SHH KS RB. AA ie LT Se RR 
射 . 

3” AK=X.P=1,O BF Mi. =dd—F,2,0). 可 更 
不 动 点 指数 包含 度 为 其 特例 . 

本 节 的 大 部 分 内 容 可 与 和 1.3 对照 起来 理解 . 首先 ,对 应 于 度 
性 质 人 CD 一 pr 下面 给 出 不 动 点 指数 的 性 质 {1) 一 (1s). 

2.5.2 定理 ROCK AMWHB.F.C:2-K AREALA 
VFixF=O0 MR FBR: DS Fr 二 yE OW ice, RD =l; 
DË AS j<n) 2 OW HRW FE, AUR) TFixF = 

. 4H . 


A ED = DCA); ADE HJ XAK BRAG, aN 
Fix, =A EJ), 02, O52 AE’ ACACA 
aD N FiF =, W CF =i F ,Q\A) CF, DS Fx FAE: 
OU BY rean rElLFr, G E, BV rean, | Fe—-Grl< 
la—-Farigt Fj{ag=Giad) i FD = GM IIHAER:.S 
FOCMCK M HAGE. iF D =i lF MAND. 
HEC) ~~ (1s) BAL Sb Ha EF E E CD) 一 (Ds), (11) o da) 
分 SACD. ~~ CD) HE. A BD G SHH Pa), P 
i 2.5.1,0) Fix BLO XP UR+X BRA, 于 是 由 (D,) 推 出 
iCH,.2)=dU—-H,P BO) NP NA,0) 
=dU—H,,B,00NP'2,0) 
与 1 XX. 如 同 从 CD,) ~ (DE CD CD). BE A Ch ~ C) HE Hi 
(I> Cis). 87 亦 可 用 类 似 的 方法 得 出 . 
2. 5. 3 推论 AF:K-~K HRA. ixCF.K)=1. 
证 Of CK .S Hü, terete xy MM H: JAKK 为 
Rie. FBR IDA iF, Kirk H KO=1, 口 
注 2. 5.3 eB Schauder 不 动 点 定理 (1.4 3). AK 有 者 时 
2.5.3 亦 适 用 二 和 集 压缩 映 射 ,因此 可 以 说 2.5. 3 Aa Darbo 
不 动 点 定理 . 由 此 可 见 , 从 不 动 点 指数 得 出 不 动 点 定理 是 更 为 直接 
的 ， 
2.$- 4 三 不 动 点 定理 设 下 :天 一 天 HERH. D D: 是 天 的 
Fy AS AB AR AE Se A FD, D;,0; i D; HK PBS ABB. UDAN 
Np pN FixF=7.j7=1,2,. 00 F 2.2, 5 K\D UDI PRSA 
动 点 . 
证 由 Schauder PAA ERN FE. 中 有 不 动 点 .用 
《12) C16) 及 2.5.3 有 
ix (F,K\CD, U DD) = in K) 一 DixtE,D,) 


= 1— Dyin (FA) = 1— Dyin DD 
f Í 


. AG» 


一 1 一 2 关 0， | 
可 见 FE KN\CD, UD) PRA RR. | 

注 Pe xy 0 2. 4.4,8f K=[a.b), Dy=lee oti D;=[ y.b] 
应 用 2. 5. 4 得 出 所 要 不 动 点 re 存在 . 

DPRK ERB GX PRAR SP: DK 为 紧 映 射 ,0 
ECOCNCDCK,OB K SHMATH, 6 K. =B ONK. F 
面 两 个 定理 的 形式 与 作用 恰 与 1. 3. 4,1. 3, 5 相当 . 

2.5.5 定理 V FETA: (FD =l: 

(H,) Leray-Schauder $ fF (LS); A, D EJ & Wier dF a; 

(Hp) 2=K..r>0 RAH. FEO) =0,4=F' ,ORHA ALK 
1 的 实 特征 值 ; 

《Hs) 万 一 六 ,9 一 大 op HK, B =F (cc) 存在 且 BIK BS 
1 的 实 特 征 值 ; 

(Hy Y rean, |Fre|)<|2)8 Fea; 

(Hs) Y E:r É Fr RY xE a: Frer. 

证 #H ORE. MAMA CFD Hi, 2)=i00, 
MIEJ). ÆW R, M o(A| KD 002. 4.3), eC AD 
* (AK DAC. 2. 4), TÆ 2eAinf{|2r—Arlex€ aK, } 0. RY r 

IR. |Fr2—Az|<ela|=er, FE| Er- Ar| aers |r Ar| 
(Y 26aK,). RU FEB A MEDC K o= A, K.) =l. 
类 {dh AT iE CH) >i (F Kp) =1. BRA) > CH,),CH) CH), 
于 是 定理 得 证 ， T 

2. 5. 生 定理 BOAR, QU CLF I CE, f2}=0:; 

CH’) g e>0: Q- FoCab VRie=O; 

(H’,)} Q=K,,r>0 BA FO) =0,A=F', (OF ER ALK 
A> 1 ROP TEM A 而 无 特征 值 1， 

(H) D=K,O=K,. pRHARK.B=F' FEH BIK 有 
‘ETE A> 1 而 无 特征 值 1; 

(H O Y rE AR, |z lFrlA Freez; 
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CH.) Y TEM: Friir, RV rE dl: c<F x; 

CH’) d(0,F ODO YY A1: ANN Fix AF) =. 

证 用 1.3.5 的 证 法 可 证 (H')=>i(F 2) =0. 

SCA A RM CF. K,=iC(A, KK.) (8 2.5.5 iE). Re 
>0;Ae=de, 刚性 一 A) CAK,) NR e= AOA T 104A, K)=00,8 
RS 0,2 Cok, e — Arte. & aSa l eH § 363), BR) OS ACe 
—~ael=ax—tit+ade IE Heia, Mii t=a=—0,2=Az, R85 
1 不 是 41K 的 特征 值 政 盾 . ACF, K,)=0. 类 似 地 可 证 (HT > 
i(F,K,)=0, 

SMe HCH’, => CH’), CH.) > (H',). SRC MR. RE 
|aQ BRS HE G, i CiCcoFr (ADAM. HM R yAspani 
可 分 ,于 起 由 2.2.2 有 wwEY' ul Ky\{0}) >0,K0o=KNY. BCH 
FOQ) EA 0ECCK. MW u(C)e>0, FR uM) Se, Mii OF 
M. SPE AKAMA A Fix (FP HG =O, TÆ KEF, Q= 
iF +26,/0=6. -O 

BREECH) ~ CH 与 2.5.5 a Se HF CH) DNR, 
MA #4 (H,)~ CHO DMA S1. 3. 4H ACH I~ CHOKE; 
CH’) CH CH! 7 亦 可 与 1.3.5 中 的 (HOCH' DCT 类比 . 

适当 组 合 2. 5.5 与 2. 5.6 中 的 条 件 ,可 得 出 一 系列 不 动 点 结 
果 , 仅 举 一 典 型 例子 如 下 : 

2.5.7 了 推论 设 0<r<p,F: 玉 。 一 KK AERA. BV zxE ARK,,y 
EK: |Fr| Sx], LIER lL [Pel IFS Ly) oF 
有 不 动 点 LEKAK. 

通称 2.5.7 为 “ 锥 拉 伸 (或 锥 压缩 ) 不 动 点 定理 ” 

注音 2.5.5 中 条 件 (H) 无 项 假定 K 为 锥 , 故 有 

2.5.8 定理 KCK AARE, QCK 为 相对 开 集 ,0E 0， 
F: 0K 为 紧 映 射 AnD E (0,1) X AQ ze HAF x, Wl FixF*O. 

Mt FARERI. 2.5.8 BAT 1.4.1. 
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本 章 的 结果 已 广泛 应 用 于 各 种 非 线 性 方程 的 正解 问题 (如 见 
[2.3,27,53,58,67,130,159]3, 应 用 的 方式 与 技巧 是 如 此 多样 ,要 
作 简 单 的 概括 是 不 可 能 的 .本 节 考 虑 的 用 个 例子 只 能 起 说 明 作 用 ， 


未 必 具 有 代表 性， 
首先 考虑 在 上 章 中 讨论 过 的 BVP: 
LiAr® Ar P=, CED; (1) 
g= l 2) 


AS 1.6 中 的 所 有 记号 , 且 设 $1.6 PAER H) ~ H) 
满足 ,于 是 BVPT1)(2) 转 化 为 不 动 点 方程 rT, THRE Xo 
Xo 全 连续 . 令 X,=XNCU.RY) WX X PHR CRE 
LHES ARES. E r=TrE X, MF r 1 BVPC1)<2) 
BOSE M, 4 ro PK r AER. HTX, CX, WA be 
出 AY) Fe Rb OS ah 2 te RB oH C1) 2) 非 负 解 的 存在 性 ., 例如 ,由 
2.5.8 得 出 对 应 于 1.6.4 的 以 下 结果 ; 
2. 6.1 定理 BTX CX FE XW AAR RMA TR OLE 
0ER Y AE (0,1): BYP 
Lx = Afa, z) @E J), Br = 0 (3), 
BY Ee TER r EaR, a w OE XL PRIA. BVP) A AE 
负 解 ， 
以 下 推论 恰 与 1. 6.5 相当， 
2.6.2 推论 #TX,CX,,8 
sup{izly:237 €E X J AGC 0, Dhr REC) < co (4) 
则 BVP(1) (2 AAR A fE. 
车 能 求 得 了 的 明显 表达 式 : 


Tat) = | Gans, Foods, (5) 
a 
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其 中 G@,s) E Green 函数 , 则 可 利用 5) 来 判定 是 否 有 了 X+ OC 
Xa 不 过 ,(5) 式 未 必 容 易 得 出 ;即使 可 写 出 亦 可 能 因 其 过 繁 而 难 
于 利用 . 因此 ,只 要 有 可 能 ,就 直接 从 已 给 资料 判定 TX+CX+ 是 
可 取 的 ,下面 以 一 篇 单 酌 子 作 说 明 . 
2.6.3 例 考虑 2 阶 BVP 
z” = f,est G E J), r0) = 0,21) 一 工 (1)， (6) 
Herp SE (0,1) 是 给 定 的 . Bhs J XR” >R" 满足 Caratheodory 
条 件 以 及 条 人 性 
(Hp 3 pr€ L,R Jg EL, Ry) 00, 使 得 
Fery SpO lal +¢Olyl Hre, 


Ct eee ees (7) 
lel. + lgi: + 2 Z Aa ~€) Zl. (8) 
Fitzy) = eG ey) & 可 ※ Ra x R”. {oY 


令 X=C'CR"), Irlx=max{|zlo, la’ lo}: X= {rE X; r= 
0,2) =7(1)},X, =X, NCJ, RD) Lr= r" — oar Frost, 
ryt ArT SL OF, AX IX. 经 某 些 计算 后 得 出 


i 
Tri = | Gauntfe, rs (s)) 一 war) Jds, (10) 


其 中 GG, RET PR H 
a(she&—sha Mets) 


ash a(l *) ob osch a(1+f—2t) see, 
了 > 3 h Tnt F 
_/2sh AE shatch wees) tesi; 11) 


shartshe(]—s)—sha(t—s)(sha—shaf), Easel: 
shatshe(]—s}, Egas, 
HLL AT BA GUDS sel) RRA OO TX CX. 设 
LEX WE 
z” — or = Al far t — ar] a ET), (12) 
#536 


其 中 ACT, SiR 1. 6.7 HEE lele @ u= la l R 


we — Gt) oz e»i Crit), r" G) dt 


= (x(x aD- Adella] O fleece), 
z de 


1 . 
SD a+] lz i re) ,x Ga Idt 
AA +A. (13) 
Brlan A Wirtiager #2 (6357.7 DA lz lS Om. 
由 


0 一 fie (di = fiie (1) 一 | 2"sdds]ae 


得 vA) = gl def cpds 
转 r" oe cp AFA 有 tar. 于 是 


1 1 
Ay = GORT OD = haf d| Gray, 2") ds 


a 1 1 aye 1 i 
1 一 sl def IC1) xls) dds & E aKa [cts |ds 


= el — É} (xe) [de 


2 — 3 2 
< A H el < ee 30 — 5. 


其 次 用 (7) 和 估计 Az: 


< 


(14) 


1 
Ay <| uo lt) |? +e) lade) | le Ol Hrad laa) dd 
Sjehlæli+ lgi: |x’ lel | 之 和 十 fry lx Ío 
<fCUplitield+eirh. 


(15) 
综合 (13)(14)(15) 得 (注意 用 (8)) 


_ g -1 
4<[1 一 ph 一 ll: 一 天 Za L5) Ir}. C16) 
tf & (7) 5124 
« RA = 


la", Se lejot lplilrletlalele la+ liri 
Kalt tipht iglo + Iria. (17) 
设 r= Sim). 8 rc (O—20D 8 nE 6.1.2 =, h 
CHE "Ce lac", MAM lr Loe", AIDATA efo 
Se Rll 不 超过 某 个 与 4 工 无 关 的 常数 ,因此 由 2.6.2 
得 出 BVYP(6) 有 非 负 解 . 
在 上 面 讨 论 中 , 除 验 证 了 X+ 和 毛豆 + 之 外 ,并 不 用 到 Gas). E 
Ba its ®FAGC, s IMAR FX OCX E rEX $ eT sr, W 
z 满足 l 
z" © ty = Fr,2(0) = 0,2 (£) = z(1). (18) 
由 Fx 所 0 得 r'e B ECX rS MEA an TEE 
BAT KA A= io, nJ, E AB zgo HE z(0)=—0,2'; (a) 
<0. AZ ABR 2". @)So't OK 2 OS aO ANP HE 
降 ,xitrJ< 0, 这 推出 r= ARS 2 (=z Fe. 
FTES Hammerstein 型 积分 方程 


z(t) = feas, xis))ds & Trt), (19) 
其 HG; J XJR; sJ: JX R >R. 假定 G 与 /的 选取 使 TT: 
全 (7 及 7 天 一 三 一 CORONER RA CAIRNS G, fH 


件 是 很 宽 的 ). 设 
u(t) 一 inf G@.s)/G(r,s) EJ) (20) 


有 定义 且 uO. Xr (ce Xi uA jeh EJN 
Ay iE X EX PATE 与 看 来 更 自然 的 锥 COUR OHE, X+ 
有 某 些 优点 . 任 给 xEX,,{q TxeECU, Ri) RA Tred, | 了 zl 一 
Trír). TÆ 


Trt) > [uG Ses) dds = ult) |T |e; 
, | 


* 55 « 


WR TeX, RA TX, CX. 为 应 用 上 节 的 结果 , 作 以 下 假 
R, 四 
(H) J mm>>0,0<a< <i, 增 函数 六:[0,o] 一 人, 可 测 画 数 
q:J~>R, 使 得 mx inf wl) >0, 
FED nA Ca) € [ab] X [mea] (2D 


fi] 
jte J:a mm) | GO, sg (sds E Pr. (22) 
(Ho 3 p> 0. WER p: [0,ps] 一 R 与 可 测 函 数 gJ MARA, 
f l 
Ta, Ag Dpt), a) CJ X L0]; (23) 
1 
PCP | GUE.s)a2Csdds Kote J). (24) 


& =f EXaslzlo<e} TO BX MM. Be 
M W lelara CV EJ), Maxbo mp < 
LOL WE EJ EDE W 


[Tz |o m- | Ge) FG,x(5) ds 
[+] 
> | Gs) f(s ,26))ds 
s 
> | GS (5) plas) ds 


b 
> ome, | Gag (sds > Ps 
WR (Tal 2 lz lo E rE ah, M pu SrO Sp T E 23) 
(24) 有 


1 
Tray < | .Gea nr) ds 


1 . 
<= BCP )| Ge )q2Cs)ds = Pz 


* (HOCH ERROR RE ERR AH. 
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eH Tellal HHT RS ace, TOM O04 
“EER” H o>, 时 工 (相对 于 ARO A a ot ih”. T E a i J 
2.5.7 得 出 : 

26422 FRAO) (Hs) 满 足 且 pl 关 Ps, 则 方程 (19) 有 


正解 . 
2.6.5 考虑 BVP 
of) EDN, rt0 一 fl) 一 0 - (25) 
熟知 BVP(25) 可 化 为 积分 方程 
z(t) = | Gog) Feats) dds, (26) . 
其 中 
pase 
i (1 —shtys >E, 


依 上 20) 算 得 w(t}=27'—([e—-27" . Bz FECC(R, RL) eR, 
1 
a] @.A | ecod: > ofaa — t}ygtt)di < oo, > 
心 
= Tim AD a, = tim EP, 


T 


A _ lim £2 Bs _m 
设 定 条 件 : 
(H,) ##€[a,6JCO, 1) ym 一 min{w(a) ,wu(B5)}, 使 得 
«| aa — Btaq(t}ydt <1 <me fc] L,e) g(t dt, (27) 
(Hy) 4 #6(a.61(0,1).m=miniula),2(6)), ee 
PAKS — Vietddi <1 <ma,l G| Ft} aed (28) 


若 (H;) 满 足 ; 则 必 «,<00,8,>0, HF a’, € (a,,00),8',E (0, 
p): f 


1 t 
«| tg dt < 1 < mef c| Far] gdt. QP) 
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取 o> 0, BY comp. fl) SP 2726: 2 € 00.9,) ,使 得 
Y rE [0 el: f (ose Aplr), A C29 R RSE GG,s) 
<-s 容易 验证 , 当 以 gD A(x) 作为 £298 & 4 CHS) (Hs) 
满足 ,于 十 用 2. 6.4 得 出 BVP(25) 有 正解 . 同 理 , 条 件 (H;}) 亦 推出 


《25) 有 正解 - 
注 @a=—0,8,=—c, WKH) ORES B: = 0,0, = 00, 
WA E. 
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第 三 章 SAF 


单调 实 函 数 有 两 种 很 不 相同 的 推广 :其 一 是 有 序 Banach 空间 
中 的 增 ( 或 减 ) 映 射 ,这 已 在 上 章 中 考虑 ;其 二 是 本 章 中 讨论 的 单调 
算 子 ,这 类 算 子 在 微分 与 积分 方程 问题 . 凸 分 析 、 凸 最 优化 及 变 分 
不 等 式 等 领域 有 极 重要 的 应 用 . 单调 算 于 的 最 重要 的 性 质 之 一 是 
它 在 某 种 “强制 ”条件 下 的 满 射 性 , 正 是 这 一 性 质 构 成 单调 算 子 在 
方程 可 解 性 等 问题 上 的 应 用 的 基础 . 


31 单调 算 子 概念 


鉴于 只 有 在 多 值 算 子 的 框架 内 ,单调 算 子 理论 才能 得 到 完全 
的 展开 ,首先 概述 有 关 多 值 算 子 的 基本 用 话 ,这些 用 语 亦 为 后 面 刀 
Fi A . 

SEIS T, S RRM PT OOD 为 从 了 到 S 的 多 值 
(或 集 值 ) 算 子 , 称 | 
GrF & {rp ET X 8:53 © Fa} <1) 
H FARE. BRP 5 GF HRE—-AS ARR AAT 
Al. EACT, $ FA= Y Fr. 称 尽 (已 ) 全 FT 为 已 的 值 域 , 称 


DIYA {LET Fr) A FOE RMR. 当 写 出 FDOT? 时 
BRR D=D(F)A DAG. F HM FOS 2" ELA F y= je 
ye Fa}(¥ yES). BR DOF DD 二 RCF), RCE) =D). 所 宜 注 
意 者 ,多 值 算 子 的 道 恒 可 定义 ,这 是 多 值 算 子 的 主要 优点 之 一 , 设 
ACT. “FHA 上 的 限制 ?FA 由 (FIA)(z) 一 Fzx(zxE AEX. E 
GrFCGrF, HEF, BFP RK. St FCF. 

EF FTF 的 进一步 的 概念 涉及 了 与 S 的 一 定 (拓扑 或 度 
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量 ) 结 被 .主要 定义 汇集 于 下 ， 

3.1-1 ÆX BF: ,xET. 

1° 设 丁 ,5S 为 度量 空间 . 车 对 任 给 有 界 集 ACT. FAHR 
W FAR ANY ECT, FE r 的 分 域 VCT:,FV 有 界 ; 则 说 下 局 部 
AR. | 

2 RTS FE FP SS W. STE Tf Ca yad OGIE r (ras ye) 
= (zr y> yE Fo, fk FE r A. EGF AT XKS S.A F 
为 闭 算 子 .车 TCX,S=Y" 4 X,Y PD wR Gah th 
Ay F AT. GE FA sw’- 闭 ;sw- 闭 或 ws- 闭 仿 此 . 

3° ik T RISES HY. AV 8 汪 0, 存 在 工 的 令 域 UFUC 
Fz 二 BC0), 则 说 下 在 x LERCH uwo. TOX, S= 
Y". X Fo BBS Bi Vo Ooo. FT Br DOCV Mhh F 
在 工 为 sw*- 上 半 连 续 ( 缩 写 为 sw"'-usc)isw- 上 半 连 续 《sw- 
usc ) 仿 此 . EW tO DCF): F #2 Ausclsw*-use ], Mi FE 
use[sw" -usc] 的 . 

GF EPEC eC DCF), Fr Ag — J0). WE 3.1.1 的 
usc 亦 即 连续 ,而 sw*-usc 重合 于 于 面 3. 1. 5 所 定义 的 “次 连续 ”. 

_F:DCX—2*" .G,DCX>x". . 

M122 M BV wey D:iFr— Fy ry) Pole sty Pr 
—Fy,c—y)>0], WKF WRC REBIRTH A> OY z， 
yE D: Fa—Fy,r—y) 2Alr— yl}, Wi FR, me POW à- 
强 单 调 . 

3.1.3 1° 设 p:DCR 一 R, 则 [严格 ] 增 加 < 二 >p 依 3.1.2 
[严格 ] 单 调 . 若 2 增加 , 则 P:zrrLokz 一 0)，8(z 十 0)] 是 单调 算 子 
且 YC 史 车 VECifa ,时 ,wz)>0, 则 由 中 值 定 理 推出 Pp 依 3.1.2 
是 强 单 调 的 . 

以 上 事实 表明 单调 算 子 是 单调 增 函 数 的 推广 .实际 上 ,不 难 证 
明 ,@:X 一 各 单调 二 >V r, yE XG+ ty) y GEJ) A A 
ae 
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2? 线性 算 子 AX XR MRA SAR. 单调 分 别 意 味 
BAr, x) 20, (Ax. rd > 0 5 Ar, o Alz Y TEX\0)); 在 
这 三 种 情况 下 ,分 别称 4 为 正 算 子 ,严格 正 算 子 与 强 正 算 子 (注意 
与 32.3 意 文 下 的 正 线性 算 子 相 区 别 1). 对 于 4 一 4 "人 了 CR" ，4 
IES A 半 正 定 ;4 PIE A RIES A 正定 . 

P ECX ACX BAB. 
TORTOR CP Cyttir — y Kr oa yd. 
fe Ea E S A Ny ren OAERTN rE 
严格 正 僵 了 严格 单调 . 

在 一 定 意义 上 ,单调 算 子 可 看 作 是 正 线 性 算 子 的 非 线 性 推广 . 

下 面 考虑 单调 笋 子 的 某 些 基本 性 质 . 首先 ,由 定义 直接 看 出 : 
强 单 调 僵 严格 单调 之 单调 ;单调 < 一 单 调 ; 刁 严格 单调 之 下 : 
单 秆 ;G PROC PRS BM=G CUR AHH. 其 次 ,对 
单调 算 子 的 有 界 性 与 连续 性 有 一 些 较 强 结 论 . 

3.1. 4 命题 EFAA FARAR. 

证 ES zoED', 今 证 3 r 半 0:FB,(zo) 有 界 .不妨 设 ro 一 0， 
H S&B (OCD, p>0. > 

Sa = ly E Si(Payy — ze) Qnty ar € Shs 
US, A Sea S—UPS,. 由 Baire 定理 , 必 有 某 个 S, 会 一 个 球 
B, fz) rid. Hee Sn RES rE BOE Fr A 


| zz | = sup Lucy) =sup [ul —2—2)-+ulyte+22—2)] 
ylar y|=r 


由 3.1. 4 推出, 若 AXIN 是 单调 线性 算 子 , 则 A 连续 . 
3.1.50 68 设 了 所 万 BY xzEX, 当 1 40 HW COrtte) «Gz, 
MHA G FE 2 FEE Chemicontinuous): 4% rrr >G, Gr, Wit 
G ÉE r KE Cdemicontinuous).G Æ D LLX JEZ G A 
点 re D | te le ee. 
。61 。 


3.1.5 命 题 B XAR CHA FES, 则 G1D° 次 连续 , 因 
4 X=R' 时 GIDER. 

证 B rere D, WGz, }A#FG.1.0 ARE TAS 
H WRF A. 不 妨 设 Gr, u, lil 


《Gz 一 ez) 一 jim lim (Ga ttz) —Gasst2) 


>lim lim Gat 12) Grn te—2) =O z€ X), 
可 见 Gz=u, Mii Gr, G1, EG Æ x KER. -o 
-3347 定义 OE FRB HAH DEXXX WEF- 
va — 0 rEDIH ve Fy UBF RAAB. GRA ra> 
与 lim (Gx, ,x4 — r) 0 恒 推 出 (Gz ,xz 一 y) Slim (Gare, — yr OF y 


ED), WK G 为 伪 单 调 算 子 . 

$ 1l* 不 难 验证 ,单调 算 子 F 为 极 大 单调 c=>F 没有 自身 以 
外 的 单调 扩张 . 

2° 伪 单 调 性 的 定义 初夏 起 来 有 些 古 怪 ,但 事实 证 明 它 不 失 为 
一 有 用 的 概念 , 若 G:R* 一 R", 则 显然 @ 连续 二 G 伪 单 调 ;G 局 部 有 
界 且 伪 单调 一 G 连续 . 这 表明 伪 单 调 未 必 单 调 . 

极 大 单调 算 子 有 一 些 较 理想 的 性 质 . 

3. 1.8 命题 对 极 大 单调 算 子 F 有 以 下 结论 :(i) 每 个 fr 弱 ” 
Ah; iF 是 sw '- 闭 与 ws-AA Tie XR. FDA 
sw-usc, 24 F Affet F| DRIER: GE X ARTF RAB 
调 . . l 
证 ORFA Fr= (N fusku—v.z—y) 20 HE a. 
《ii) 与 人 iv) 的 证 明 是 直接 的 ， 

GDE F EES zC DAE sw-usc WA Fa 58 HRV. 2. 
eV nel, en E (Fa). DAR ,不妨 设 uu FRA A 
sw- uE Fash wee Be CVn ERK) BPR. CO 

3.1.9 定 理 设 G:X 一 X 单调 . OSC FEA. MCRAR 
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W. GDE X ARM @G 极 大 单调 一 >G 次 连续 一 C HAM. 
证 、) 设 (Gz 一 vx 一 y) 字 0(Y cE X) Reeyti HS ct 
0 得 (Gy 一 v,z) 之 0(Y z€ XX) ,因此 Gy=v. | 
GDH EIE CG KEB>G APH. 设 a,x lim (Grn sz — z) 
E 这 结合 
imtGzszo 一 全 关 1imtGxz — 2) = 0 
得 出 (Gars £a ZI OLY VEX, & w= et hoy, BY yo 
ze GAES Gu>Griklr— yn =r y. TH 
(Gr Ty) lim limk (Gyas z, ~ ye) 
Slim limk (Gx, s £a — yr) 
=lim limk (Gx, £ — y) 
i =lim (Ga, e — y} =lim Gr. x y?- CL 
3.1108 PR eR-R PHBH. pik 3.1.3 之 1", 则 易 直 
接 验 知 8:R 一 2 BRA. . 
| 2° 由 3.1..9, 任 何 连续 单调 算 子 GXXX RARA. 特 
别 , 任 柯 线性 单调 算 子 AXX RA BAY X ARH AUR 
大 单调 ). 
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对 人 展映 射 是 单调 算 子 的 重要 例子 , 它 对 于 单调 算 子 理论 的 展 
FERRE. 半 内 积 与 对 据 英 射 密 切 相 关 , 本 节 一 并 子 以 讨 
论 . 

3. 2.1 定 久 任 给 7z,yEX, 令 


(zee lim +y y + tel 一 ly， GD 
(rey) =—f—xey)y KE Cay). AF AR. 称 由 
Pr = [u E X* ulz) = |x|? = |ual} (2) 
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定义 的 映射 DX 2" hy X A eA. 
车 令 Ma) =|xe|, MBH 

《TD 一 |y Di Pyr), zy © K. (3) 
Ae ei ee. RDAs ys HAE XA yy) Sry) 
(#23 4.1.3). 其 次 ,不 难 由 Hahn-Banach 定理 推出 Zr N r 
EX). Æ X Æ Hilbert Sf]. W sy) = Carry) Bal. ° 3 
与 D 可 分别 看 作 是 Hilbert Si PH ARS BRAN E Banach 
空间 中 的 替代 ;空间 X Be Hilbert 空间 ,替代 的 效果 就 愈 好 . 

美 于 C*,，*， 并 与 多 的 一 些 基 本 性 质 访 集 于 下 . 

3.2.2 命题 HEB zy EX LF REMI: | Cerys | 
< lally|.€z-2)4 = |z|". Gia.) + tery) Slate yes 
Coat Cerys Cars Bye =P (ary y)s BE). GDE p e)a 
EEZ, C e- FEER, C+ sy ER. CWI Der) =ar 
CER). WIDy= lu ER gyu * ya}. CD CE yds 


=max (y, r), (r, y)- = mini Dy, r) (vii) Cr bey, yg = Crs © 


ya +ely|?C@ER). 

证 ”只 项 考虑 关于 (。,*)+ 的 结论 . COB BM. (ii) 由 (3) 
得 出 . 利用 {1) 可 直接 证 明 C，,*…) jj 为 usec; 从 而 C* ,y)+ 亦 use. Æ 
tar WAG GD 

ERDF lim Cans y) + limte 一 zy) = lim (2419) +> 
AT C+ yh A lsc» AMES. (iy) 是 明显 的 . 

iv). E uE Dy, W rule) sa ly ter) —a (yd Syl Cla ter] 
一 |y|) HEM Cry) Sula 4- 友之 ,怕人 zy Sue) 
Lyth leod | <lz] yl. = lel’, ee ee Dy. 

证 (vi). 给 定 roye X, Ao) Dyr) Cry). EM as Re 
—R,ArvbeACz. y) s Ma (Ar) < Cr, y) CV cE R). H Hahn- 
Banach @ MMA we X' C+ py) - Susi: wy ee ADI=HAG, 
yol75:1- 7.1], Bik uE Sy ule) = try). IG Cr yd = 

æ 64 e - 


te e 


max(@y,a)>. H Cvi) ERE Hb vil). _] 
3.2.3 0M 印 是 极 大 单调 的 . 

证 单调 性 基 明 显 的 . OD CXXX AE Sr-—-s,2-y) 
SOY EX 刚 分 别 取 一 ?十 丰 Fx =U tn yo0,ze x 
OL (Diy + ez) — vir) = (Dy + #z),z) — v(z)]; 
OS (Aly toy —v, tty) =te2 +o [¥]? 一 vy]. 

Hy whe PB ASD AEB fee | ly E o= y| AE ve By. CJ 

A RAR AR Be OX 的 特殊 性 质 ,必然 只 能 提供 很 一 般 
的 信息 ,完全 不 足以 满足 一 些 精细 讨论 之 需要 . 因此 必要 逐步 增加 
SX 的 限制 ,以 获得 关于 (*，,，*，), 与 统 的 更 强 的 结论 ， 

让 我 们 回顾 一 下 某 些 Banach 空间 概念 . 以 下 分 别 以 BB 与 BB 
记 蕊 与 "中 的 单位 球 . 若 38 不 含 多 于 一 点 的 线段 ; 则 说 到 严格 
WV TEEB,e>0,j §=8 (2,6), fh yE, |z— y| et} 
xz 二 Ty| 雪 2 蕊 一 全 ; 则 说 及 局 部 一 致 凹 ; 若 上 述 的 Cre) 与 + 无 
美 ; 则 说 站 一 致 马 .我们 综述 以 下 结果 以 备 引 用 (有 关 详 细 讨 论 参 
看 [43,198,202]). | 

3. 2. 4 定理 X Pp oe Vv EX Noh ESA AE 
aB 使 uw Cr) = ju |; X* Peay rEXMN Oh: GE —u E 后 "使 
ztz) 一 |rl GDE XARA A.M X PY ee eX HH 
[enl lal tht 2.2. GDX A a A HAR) + | 在 98* 上 
一 至 可 和 福全 区 BOR; Hilbert 空间 上 必 一 致 凸 . GX ARV we 
X,d cz€aBiuled=fae'; 4X BARA YRMRAS HBR XY 与 
A” Be A ed BB Be DF f. 

粗略 地 说 ,空间 凸 性 印 好 (这 意味 着 其 中 的 球 更 类 似 于 Euclid 
mR), ERM BUF Hilbert 空间 :因而 ,如 下 面 的 定理 所 表明 的 ， 
半 内 积 与 对 个 映射 的 性 质 就 愈 好 . 

3.2.5 定理 ”关于 DX>2 AUTA: OX PROS 
多 严格 单调 . COX FRO WOR eH Aes = 
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D| ziz] =|x|D|z| C10}, D 记 G- 导 数 ; ly) = (Dyed. 


GDE X AR, X PADO, M 2:X—X* RRA HRE. GI 
XAR XS X*EP RS M Z X= ARR A Z EXA 
HERY. OOE XAR ARRA M 2I H A 
并 亦 局 部 一 致 凸 , 则 Z EAE. (vi) 若 X Ra MASc, 
* )+ 在 有 界 集 上 一 致 连续 . 

证 利用 3.2.4(i), 不 难 直 接 证 明 (i). 

GDY TEX MO uve Sr, 8 usu. UX Pe ae: 
(retto Pt fae [P= |x [= auton <cle| Bas BR. RE 
7# PE; Amh 3. 2. 2¢vid fry) = (Lyin). & paa = r | Hl 
”结合 (3) 有 

(xz) = (zz) = |z| D} Krr), 
HW |z| Dr=D\r|,Pr= IzIiDlzl=D| 去 Iz (0 天 zEE 


X). 

4G Gi1),3. 2.3 5 3.1.9 Bib Gi). 

(WU Ji XMM AD Ds 缘 严 格 单调 ， 
从 而 皆 为 单 射 . Rk S'S JERAM, BRR Z CCI, me 
必 DCT, D Fe IRA. 

WH xx H Zr, |= le. | lel = | Gels GDA Zr, > 
Bx, FÈ Dr, > Pr(3.2.4Gi)) A DEE. EX PR Be 
a iv AOR A SX 的 对 偶 上 映射 ,从 而 A oe 
o. 

CDZ EI EO- RESE. 否则 有 >00, try EBr y, 
一 0, | Dr, — Py, |e. h XRH So. 

D aie (Par, H2 yr | Ear HE yar Ta) 

=2 二 (Sy Ea i Ya ee hre y| 2a eos), 
HEFE. FeS Z ERKE. WS BAA DOXNB,(0) 
(r>>0) § —- RES; AEE (Srl—|z7|. AAPHEMAAR E— 
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致 连续 . | Oo 
试看 两 个 具体 例子 . 
3.3.6 Pw X=L°OD) ,i< po. (0, 2) tM ESE. 
X 5 XRD, i 2X BAM. OR Dr 的 表达 
式 . 设 0 关 TEX,yEX, 则 
(alp 2z, y) = Slax + tyllo 


Il 


pdf 
L jep | le + oldal 


jli lel Csgnz)ydr., 
这 得 出 多 z= 二 |zx| ?Tz 让 ?rx(0 隆 +EX), 注意 当 二 2 堵 Sze, 
这 正如 所 预期 的 . 

2° i X=CT),T 是 一 紧 T, as fi], MAAA: 


Er, y) = maxz{i} yt) , (x,y) -= mina tt) y(t) 3 C4) 
Dx = lo v=vETEHW ARB E, | (5) 
loll = |z| suppe C T,.tsgnx)u = 0 , 


Heb T= uET: |r |= 4a lt. MEOH BHR. ET, 2 
. yD =i lylo t Cr y) C6, 记 集 中 于 上 上 的 Dirac WH, 
BH y/o Cy). HRM ALO RAT rer DRL 7tET,, ly lo 
>0, FE | 


lyle Crs 4 = lim ra | y(t.) +A, )—lyt | 
<lim lim Elyn tarlen | ~ Ly 1) 


一 lim tlye) Fare) |— ly 1] 
Aga A 


= |y | roy, 
49 Cry), =S maxir ya: ET, t- 
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$3 满 射 定理 


RYE X BRR: DOCX?" .G:CCXK+xX’. 

MELEX. 车 存在 mE D, E bE Fr. ME x 为 “多 值 算 子 
HR’ Rae”) | 
l i be Fr {1} 
的 解 . 当下 单 值 时 , (1) 就 是 通常 的 算 子 方程 Pos. BRO) 
<>6E RUF), Alb ROP) =X" ORE OX * 可 解 . AT 
射 性 对 于 方程 的 可 解 性 有 重要 意义 . 简单 的 例子 (如 Fz 一 arctg 工 ) 
表明 , 即 僵 连续 极 大 单调 算 子 辣 未 必 为 满 射 . 不 过 ,“ 强 制 的 " 极 太 单 
调 算 子 必 为 满 射 , 本 节 将 经 几 步 达 此 结论 . 关键 的 想法 是 考虑 (411) 的 
“WER” 


b E Fx + Gz, (2) 
(2} 本 身 亦 有 重要 应 用 价值 . 关于 (2) 的 以 下 结果 通常 被 认为 是 单 
调 算 子 理论 的 最 重要 成 困 之 一 . 


3. 3. 1 定理 (Browder,1968) © FERA. GKR KES 
且 伪 音调 ,56DCC. FE (2,0) € Gr ,使 当 x EC,|z| 一 oo 时 
(Gatu—bh,z—z) > 0, (2) Bf RR. 

+ ECHR, WUT RE ZEC, |c| rom Get eb, 
—2)>0" É RE. 本 书 它 处 过 到 类 似 情 况 时 亦 将 用 同 祥 约定 . 

证 不 妨 设 + 一 0,5 一 4 一 0( 否 则 分 别 以 F(z 十 ，) 一 # 与 Glz 
十 。) 十 2 一 点 牧 五 与 G). 由 天 极 太 音 亩 只 需 证 3 EC. TED: 
(Foet+Gaorxr— ty 0. | 

1* @X=R DAR. G K=0D,V a= {y€ K: uty r — 
yol EME r RAE WV: Cd EGF EEE K 的 开 
RATER KEARTF (Vath A Pat C75;1. 4. 13D- 


& fly) = Doe, Or, Dy BH au EGF RM, WIECK, - 
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K). 14384 2E€K J= 于 是 
0 = {X e,(2)u + Gz, f(z) — z) 


= (Dj Pan E) Ce + C2) D Pa — 2)) 


+> Gy (2p, (2) (Cae + Gzy — z) + (vu > Grr — z)h. 


2 .4 


(3) 

FF Py Pa DÆ Cru), Cyn CGF) WM EV aN Fe 

<e+Gz,y—2z)4+ ivt Gzzz) : 

= {u t Gzy — z? t tut Gry — z) — (usr <0. 
这 表明 (3) 式 石 端 <0, 得 出 矛盾 . 

2° X=R*, DER, MV £21.43 aED, Y cE DN 
BAO): (Pat Grr ery) 220, 特别 4Crr， — r? 220. 由 定理 条 件 推 
a ER ,不 妨 设 zz W ze 合 于 所 求 . 

3° WdimX=co, ko ik XMARATSEMZAE. Y SEs, 
Ab BAI MA r€ SND, Y rE DNS: (Frt+Gas.r—25) 2 
0,98 BH Grs, — xs) 20, A M (zs) 5 (Grs) AR. 令 Ms = (Carr, 
Gro) :SCT€ 0}, DAM: SEn FT RR, FDA Cred E 
Ls Ms E Ms MBE. BE Cr) EGEF, 4 iE lut Gros — 
Zo) 0. BA yr Gr: Cetus y- ro OCR MWY yE D: Fy 
+ ues ¥— to) > 0, KH aED, G yeu PUFA). 取 SEa, 使 
rey ES. A Croto) E Ms 4b (Cr, Ga) € Ms ir, >ar Grt, >u, E 
考 [202; 1,p.911]). 由 Ms EXA Eyt Gar y— x? 20, ATH 
《CE 一 YY 一 oo 于 是 

lim (Gr, sazo) Slim (uy yra) + (Gay, yra) ) 

= {uH s yro) SO. ; 
h Fr +H Gansta 220 得 (Gz 一 直入 (yz 一 I. A rE coD 
CC ik GC 执 单 调 得 出 所 要 的 不 等 式 : 
» 69° 


iut Grs xao) =limtu,x—2,)> (Oro Tro) 
lim Gars TT) Gro To X) 270. | C] 


3.3.1 有 一 系列 重要 推论 . 为 叙述 方便 ,引进 
3.3.2 定 党 车 dim 《Gzyz)Vizl = c0, Wik G oR dls 


lim Gz 一 ,如 说 GG a H. 


I hr 


BRR > a Tim 1Gz|/1z|<oo, 则 G 强制 和 > 
V zEX:GCzT，) 强 制 ; 若 G(z 十 *) 强 制 , 则 


(Gz + u — bzr — Tr) |r — r| Cor R jë — 6l} — o0 
工 一 工 | 
(rzECyizl 一 co). 以 上 事实 结 台 3. 3. 1 推出: 

3.3.3 推 论 设 下 极 太 单调 ,G AR KES HARA rE 
六 :GOz 十 。) 强 制 ,ecoDPCC, 则 RIF +G)=X". 

在 3.3.3 PRR F= BF: 

33.486 BGiX-XM' 有 界 ,次 连续 , 伪 单 调 且 3 TEX: 
GCZ 十 ，) 强 制 ， me GX=X';# GECC(R’.R),3 TER*:G(z 十 . 

') 强 制 , 则 GR = 

以 下 Die x tat OEM. 

3.3.5 定理 RX SX PRA. OF 极 大 单调 <>Y 4>0 
CRA ASORO HAD) =X". GDF FEKE, A>, He 
起 ”RR 会 (F 十 4 多 ) X —D HERAA A. 

证 (DY A4 守 0,G 会 2 多 I 显然 满足 3.3.3 之 条 件 ( 参 考 
3.2.5), AI FRAP REHA =X. Rd 4>0: 
RUF +AD =X", Frv, — yay rE D), WR zE R+ 
ADy AEA By— 2ra y) SOK Z RRG. 25G 
r=y,ve Fy Wa 下 极 太 单调 . 

GDA Z Pe ARE FHS 严格 单调 ,从 而 R; 单 值 . 由 已 
证 之 (i) 有 DCR 一 义 * .余下 只 项 证 R; 次 连续 (参考 3.1.9). 设 工 , 
== Ru, .c—Ruu,~u. Alr ARC. l 4) ,不妨 设 zy. 设 可 一 
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Un HAD Ersu =v HAZE EE Fa, ,v€ Fx, ill 
OS (ila ity De TU En T) HA D Atn rT 0, 
HEH Zr, — Fx .x,—2)—0. 进而 由 | 
(Bar, 一 Paix, — 2) = Cla,] — la|¥ + latla,| — (Pree) 
推出 |z | lx], (Prs lcP=(Proy) AK lel<lyl< 
lim | æa |= |z| Blr i= lyi 注意 到 Se X* BO RH C3. 2.5 
Civi), r, y) = | Sr |= |3154 y= = ar, AIM zz. 
这 证 得 Riun Ran BI R KEF. 口 

注 A X & Hilbert SH.ACLCOX BEN, Wb 3. 3. 5Gi) 
得 出 ALO A— ATE GL(X). 由 此 得 熟知 结论 : 正 自 伴 算 子 只 有 非 
负 谱 值 | 

利用 3.3.5 RA PS THER SEE AR. 

3. 3.6 ZÆ (Browder, 1968) WF RAAB. M RUF) =X" 
FUE X' ERARA R DHX—e-rk EX LARA. 

证 BAARIEWN—* ARM RE PC X LARARE 
FD X" PRAM. B u, CFt su mu Ul. 不妨 设 工 
一 Zz; 于 起 uE Fr(3.1.8). 可见 FD 闭 . 其 次 证 FD SF. AY 2 € 
D, u€ Frosd r>0: 8, G) CFD. KHz, = 0. Rr> 0, fF . 
PO By Cay AR. ART OX BO Ph 3. 2. 420 eB, uy) A 
E (0,1), zı Rium, A eet APT uE Fraa. 3.5), A] 

Ajal? = AP rar) = (ue — aT) SK iu — uyta) Srila; 

(a — toh << le, —al t r [= Aln] +r 2r, 
Ay N, aE Batut, MAM 2.6 FB, a), 于 是 有 界 . 这 推出 um 
uA 0); 由 FD AA vO PDK B, u) CFD 得 证 . g 

由 3.3. 6 本 得 出 以 下 更 具体 的 满 射 性 结果 . 

3. 3.7 推论 (Browder,1963) # F RAHM, H5 A, E 
lim dO, Fr=co, fl) RSX". 

证 PARRA PRE 天 ”在 天" 上 局 部 有 界 . i 
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结合 3.3.74 3.1-9 BH, 

3.3.8 it 若 C:X 一 了 单调 . 半 连 续 且 弱 强 制 , 则 GX = 
xX" ;者 再 假定 G Pa a | CX +X 单 值 .严格 单 
调 且 次 连续 [为 Lipj. 

OLS G:R’—R’" 44 WRR By oR H. 

2 XER, WJ €X’, Y rEaB iun |u|(3. 2.4 
Gv) BR uC RCZ), 可 见 3.3.7 在 非 自 反 空间 中 不 真 . 


§4 Yosida 逼近 与 和 定理 


APEX SX’ ARF: DCK>2? RKB, it 
X SE PR. ACT AR de FP AER RO OP. 来 
“WIF FPR TI ARR AK F 的 较 深 信 的 结果 . 

3 4. 150E ABAO, c OX, FER Cy WEG, ff 
Ely x) +Av=0. 

证 M AFC + AR FORA 3.3.5 Gi), MAR ME— cz EX tk 0 
€CHetaAP rte). & y=rte,v=—A' He, Ny. v3 Soe 
且 是 唯一 的 . 口 

+S Riz 5 Fix id 3.4.1 7H you, 则 得 到 映射 Ra: X-D 
与 F,.X>X" ,它们 由 关系 l 

P o (i — R) = aF,,F,C FoR, (1) 
ME— m E BRS ee. 称 FF 为 下 的 “Yosida UE”. 如 下 面 即 
将 指明 芍 , 当 AXy0 时 Fi|D 带 近 于 下 的 一 个 选择 Po: DX" Fa’ 
决定 于 条 件 : 
Fox € Fa,|F,r| = d00,F2). (2) 
因 Fr com XD, CONE AE For. € X Æ Hilbert 空 
fl, RG Ra= Qd +AP) ,这 与 3.3.5 PA RAS. 

3.4.2 定理 R 5 PASOK AFE : DY cE D; Rrr 

CAPO). GDY zeEDA |z Rix |= |Fis|&|Fax]. GDY <ED: 
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Fiz— Fr t OCB X* BRR Pie Foes Y ce XND: 
| Fix loca} 0). (iv)F 有 界 且 极 大 单调 . 
证 #rEX,yE€ED,ĝ n=r— Ri. 由 
la| 一 (一 二 
Larr y) tint AAE ysy Rix) 
得 lal? (Daya — y) + AlPuyl ly — Razls (3) 
lal? lzllzc—yl+4lFoyt(y—zl4+ lab. (04) 
(4) HA ALO mn BAER ALO PPR Bx, >u, Few 
DA | : o 
lim la, |? & (usr — y?) (5) 
ACS) RIE F yE coD, A Rr ye coD ihe 0, Alb Riz 
x(a} 0), 由 此 也 得 出 5 一 万 . #rED, WEO PR y=r Bla 
' SAF or |. 这 就 证 得 (i) Gd. 
bE ii). RTE D. ER AYO h GDA |F| For] MAR 
设 Fy zu. EA Cy.vIEGr FA 
(e — vrt — y= lim (Fy x — v, Riz — y) 0, 
FEM FRAPS eC Pr OS luj |For R OEH u= 
Foz iit Raz 一 Fozr, 从 而 Fiz 一 PerC4y0). 由 
| Fox] S lim| Fiz} < JimiPx| < |For] 


8 Fic | |For] CA4 0O, RE X* BB RB Pic Por l + 
O}. 6 rE XD, Ras | =a |r Ral a da Demos 
QO). 

证 (tiv). 由 054) 看 出 7 了 -R; BRA F AA. DB PS lF? 
HAZI) At Fa RAB C3. 2.5,3.3.5). Oo 

3. 4.2(i) 的 证 明 实 际 上 得 到 了 : 

3-438 DAMRI AG. 

利用 以 上 结论 ,可 对 下 的 极 太 单调 性 作出 最 简单 的 初步 检 


iE. 
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下 面 设 下 ;DCX-—>2* 5 G.CCX > 2" FRABELCODE 
7. 凡 断 言 F 十 G 极 大 单调 或 为 满 射 的 结果 称 为 “和 定理 ”, 这 类 定 
理 在 单调 算 了 于 的 应 用 中 有 基本 的 重要 性 . 下面 的 讨论 基于 如 下 想 
法 :下 十 G 提 贷 了 FF 十 GG 的 一 个 近似”. 

3.4.4 引 理 十 GC(4>0) 极 大 单调 . 

证 MEK > 0, > H=Fi taZ, REE R(G+H) = 
X* (3.3.5). 3.4.2553.3.5,7 HARARBARA AM KER. 
$y 28 (3.1. 9). (DOTEE | Pie | <ale|+f,0,8>0 xr EK. 
于 是 

(Hzr) > (e~— |x|? — Bix], IHzl < 《十 oz + p, 

因此 可 用 3.3.3 得 上 出 RR{G 十 吾 ) 一 并 口 

34.5282 当 以 下 条 忻 之 一 满足 时 FG BK COC 
NDAAR CADA, Gi X Æ Hilbert 空间 ， Y A>O,27EC,; 
(Fiz, Gr) z0. 

证 B X H Hilbert 空间 的 情况 给 出 证 明 , 完 全 的 证 明 参 
看 [202; F/B). 由 3-3.5, REWE RIF +G+D=X.REuEeX > - 
= 十 Dwi 了 wiEGy;y 使 w= 二 Fy 二 wet yn 

1° 证 Fya 有 界 , 为 此 只 要 证 yw, AH. 不 妨 设 0ECND,0 
EFCO) 站 G00), 于 是 Fi(0) +0; 

(yal? = Ce Fays Wai yi) 
Llyd S lel iyl; 
fons yd) = lu — Fiya yoy Ras ys 
由 此 得 出 
loa} << Jul Gory) < Jel A 0). (6) 

#5 (FOE. RUE OCC. R g p> 0. ff BO) CC.GR OC 
B,{0)(3.1.4).V¥ zE BO) .wEGr.4 

Cer, 9 0) = Cte r) + Ge te yi) waw yar) 

(wt nw yd Sedt lel? +elel, 
由 此 得 出 len so 十 [je 上 二 57 这 与 6) 一 起 说 明 ¥is Teh 有 
a Tå + 


BE GO M CP aya, we) 0, 
| Fag t" = €Piyast—ta— ya) 
Fy —y S/F ya! lu—ya] , 
这 与 66) 一 起 推出 Pay, A. 
2 证 wC RIF +GH). ERB wHRiytAPame Fame 
Ra & A=sup t Fayal ,对 任 给 ALDOR 
|ya— el? = CP yy Paya t we war yp) 
SOF ve — F ayar va Vp) 
= (Faya Fayrs Raya Ray FAF aya bP aye) 
<P Ya Fays AP ya BF py ER AH) 
可 见 yu ya OCA, pe 0), A im yA 4 0). BE Fay oy 
0, TÆ wu —u— yl t 0), AMG u—v— ye GyG. 1-8). 其 次 从 
Riy = yai AP yy BOP yy YO REM ve Fy, Alt uE CF + 
Gtl}y. LI 
结合 3.4.5.3.3.7 53.1.9 HE RABE: 
3.4.6 推 论 B F:DCX>2° 极 大 单调 , 则 以 下 每 个 条 件 昔 
涵 RE+GO=X';: (DG:CCX2* 极 大 单调 , CNDIU CN 
DIAC, A P+G BiH; GDG: XX EA F 强 单调 
GHG, X-X" TR A M BOE Pee. 


$5 ”对 积分 方程 的 应 用 


ATX AR. 给 定 FUX+X" ,单调 线性 算 子 KX +X, 
考虑 Hammerstein WHE: | 


zat KFr = 0. C1} 
BR TEX MEO) Ar 满足 多 值 算 子 方程 : 
0E K lr Fr. (2) 


% X X Hilbert Z 0, K =K*, UK AH—“E PRR’ WK. Fz 
CX 满足 方程 
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z+ /KF /Kz=0, (3) 

则 z= YKz 必 潢 足 (1). 今 将 前 两 节 的 结果 用 于 方程 (2}) 或 (3)， 
便 以 得 出 方程 (1) 的 可 解 条 件 .主要 结论 汇集 于 下 : 

3.5.1 定理 ”以 下 每 个 条 件 保证 方程 (1) 可 解 : OF 单调 ,有 
界 、 半 连续 且 当 ixi 一 o0 时 (Fz,z) 守 0( 后 一 条 件 韶 洱 于 下 强制 ); 
GDK SF 单调 且 半 连续 ; GK REW, F DCX+X'R 
大 单调 i (iv)F RAMEE; (Cv) 天 为 Hilbert $H], K=K',F 
单调 且 半 连续 ;Cvi) 六 为 Hilbert 空间 ,K= 二 K'* ,LipF<21/|K{,3 ec 
ELOI IX D,Y XEX: a,x) cele EK, FAAR PS 
一 严格 单调 , 则 方程 人 1) 至 多 有 一 解 . 

证 首先 注意 我 们 已 假定 天 单调 ,因此 天 连续 ,从 而 天 与 
Ko aK OH C3.1.8,3.1.9). BK SB, A KO 
(3. 3.8), AER re X 有 

(K lr x) = (Kr, KK 2) E AIK rl? Sal[K]~|r[?, 

其 中 0< 4 一 consty A] M, K ! 亦 强 单 调 . 

当 厅 件 (i) 满 足 时 直接 由 3. 3.1 推出 (2) 可 解 . Gi 
Cv) 满足 , 则 用 3.4.6 BH RCKU+P)—X" AT C2. B 
PR a iF ii )=> Ci). y 
| 以 下 设 X A Hilbert S1],.K=K*.SG=/KF VK. E% 
忻 (v) 满 足 , 则 局 ;下 一 天. 单调 且 半 连续 ,因而 极 大 单调 ,于 是 RU 

+G)=X(3. 3.5) ;从 而 (3) 可 解 . 若 条 件 CvD) 满 足 , 则 
LipG < | vK [Lipf = [K|LipF <1, 

这 推出 I 十 单调 ( 见 3. 7.3) ,从 而 极 太 单调 .由 

(r+Grr) = |r| F w Rr,vKRIr) 

|x|:—ecl {K r aejk D]e Y rE X) 

”推出 了 十 G 强制 ,因此 亦 有 RUFO=XG. 3.8) 

最 后 的 唯一 性 结论 的 证 明 是 直接 的 . LJ 
今 考虑 将 3. 5. 1 用 于 Hammerstein 积分 方程 
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xt) 十 | Ges rf (s,x(s) ds, C4) 


PG OX QL (Rf: AXR =R, CO,A) 是 一 测度 空间 ， 
da) BidW ds. $ X= A,R, 1<p<oo, MX ARA X= 
E400, R").p 十 9 =1. eM 


Katt =f Gi,sJa(sjds,x E X"; (5) 
a 


Fr(t) = f@,c(t)) rE X, (6) 
WAR OAR FH BOD K 与 下 的 性 质 分 别 决 定 于 对 避 与 
了 的 假设 ,依次 讨论 于 下 ， 
3.5.2 命 题 设 CGEIOXO,L(CR"), 则 玉 ; 双 "一 了 有 定 
XK BALERS A] et zE XR 
(GGys)x(s) ,2¢4) )dids 2 ofS Alz|7] 


fix 


(O<2A=const) 33 GU,s) =Gis,1), W] K=RK*. 
证 任 给 zEX* ;由 Hoider As A 


f, IGG.sdz(s) lds < GG, 9h izt. (7) 


由 | IG, +) fede -| di (Gce,s)["ds = |G < (8) 
o it a 


EH IGG, * <coya-ae, .结合 (5)(7)(8) 得 出 下 xz 有 定义 , 且 

| 开工 1 人 人 国 此 天 并 后 瑟 , 其余 结论 是 明显 的 . C] 
以 下 总 假定 了 满足 Caratheodory RAE (BH 3 1. 5). 

35.3 AE BE cE C0,R,),pER, ,使 得 

FGD Eat) + plzi?7,G,2) ENXR, (9) 

则 FXX KEX. HAR FHR. . 

-证 FEB rE 及 ,Fz 在 人 上 eR] Ms CFE | Fol <a), 

十 plz1? ,因此 Pr€X* APN XxX AR. 其 次 xeyee OG XA 

Et0,1); 有 - 

[CF TAY ) ,2 2)) | 

: "Fr 


< {ate +2? 1 re) |? 4+ byt let ble | en; 
(Tr HAVO 20D) Of Get) a(t) eae. CAYO, 
> Jz Fy A MAS GERAH Car + Ay). 2) (Faz) (At 0), 这 表 
明 FFER. E Ci- 

注 在 3.5.3 的 条 件 下 实际 上 可 证 严 EC(X,X EH 4: 
Pp. 8]) ;不 过 本 节 用 不 着 这 一 结论 . 

3.5.4 AM E F:X-X" 4B MV tE 0: fe, + ):R*-+R" 
单调 [严格 单调 ], 而 已 单 调 [ 严 格 单调 ], 且 当 

GE) — 了 人 3 一 3 一 3 有) 
(10) 
(0 之 4 二 const) 时 玉 强 单调 . E OSJ, ELR), Y tE 
Jf, ORDS {26 LJ, RO: Fre L), W F:DCL: (J,R’) 
一 J2(J,R") 极 大 单调 . 

证 ”只 要 证 最 后 一 个 结论 . © X=VC.R) WBE RUH 
F)=X(3.3.5). RE yEX,YIiEJ:rThrr 十 (zt,x) 强 单调 且 连 
AME z(4) ER" 满足 OH Uaa ya). Y o> OR 
PASE JOS mes J \ cef JR" ERE 43; Prop. 11. 2]; 不 


妨 设 yiJ. PES. 由 
lected]? = (yt — FO AD TO < Gd) — £G,0).706)) 
得 eO = lyCOol + [Fao] © La). (11) 


由 (11) 推 出 3 re 0.20/.)CB,(0). A Sid. BO) — Rie. SG 
borne JOM edt fG.2G y. RR (一 < 于 是 = 
HGD =y RK =r rara A, r|d, ER. Oe 
foh 2 Ms HOM EX, FE y= 二 =z 十 FzE RU 二 FF), O 
3.5.5 命 题 it F:X>X' KORE; c>0, 使， 
a,r) r) crt (rE AXR, (12) 
MKF acle li TEX), 人 只 而 下 是 强制 的 ， 
这 是 明显 的 . 
. 适当 组 合 3.5.2~3.5.5 PRAHA 3. 5.1, 可 得 出 关于 方程 
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(4) 的 一 系列 存在 性 结果 . 例如 ,我 们 有 
3.5.6 定理 设 GEIt, 依 (5) 定 久 的 天 单调 ,了 满足 (9) 
(C12) ,YY ER: J, +) SRO L R. 


§6 对 微分 方程 的 应 用 
考虑 2m(m 之 1) 阶 拟 线 性 边 值 问题 : 
Lu = E0 A), Dula = acle| & m — 1), {1} 
其 中 AACR 2BRXAUMANEFER, 
Lu = >, (> DDAArT Du), Du = (Duagan 《2) 


[a | < 


A,(*,+*);2XR*—R',4 BRE lalim 的 n BIRR CECA 
fC CUDA ER. & A= CA) lcm HE 


Nulz) = Alz, Du(r)); (3) 
atu,u) = (Nu, Dv); C4) 
bv) = Cf ov), (5) 
SPC. HL 内 积 , 令 XAND. Bue X 满足 
alut) = hiv) Yue X), C6) 


则 称 z 为 BVP(1) 的 广义 解 . 若 有 单调 算 子 FOXX 9 OE, fE 
a lesu) = (Fug d Cu = vrs +s ee OX PHA, H 
(6) 转 化 为 算 子 方程 
i Fu = b. (7) 
对 于 (7) 的 可 解 性 判定 ,本 章 已 有 若干 结果 可 用 . LRP MER 
其 性 质 取决 于 对 A 的 一 列 假定 ， 

(Hi) AC* ,*) :XRi>R! 满足 Caratheodory 条 件 : 

(H) I ELM, pro: A Ol<e(o+elé|, (zr, EN 
xR; 

(Ha) Y rE M2: Alay ) 单 调 ; 

(HDA AE LO ,ee 0; (Alr), Ê) =e >, |: 一 kl), 


+* 7O + 


(7,6) € ii x R'; ' 
(Hs) J A> 0: Al, 6) — AlE SBD jE hN, 


ja] =m 


zéeN,é,ye R. 

3.6.1 定 理 GRHCHD~ HOWE, W BVYP(1) 有 解 uE 
X AE CA) CA) HOM E MDA OE — A. 
| 证 Vue X, $ De EL’; RACH, CHR 3.5.3 知 NuE 

LIN RG), H NX> 0 ROS BRB 3.5.3 之 后 的 
HE). BR ale. se XKX-RK AAEM, H alu, * MRE 
的 . 由 Schwarz 不 等 式 有 
fatuso) | <= [| Nel,|Dul, = [Nulotuly, 
WP Wales, “VEX, FRAME Fu CX WE alusy) = (Fu,v)x(y 
EX). 这 得 出 算 子 F:X—X. ADA 
bD) S [Flalel. S llelo] Y v E€ X), 

可 见 HEX FRAME LEX fF a0) —6.0x. A E i a aF 
证 方程 (7) 在 X 中 可 解 . | 

VuveX, BRAD 

(Fu—Fusu >v} = (Nu — Nv , Du-— Dv) 


. =| (Ale, Du)— Alz, Do) Du — Ddr =0, 
By GL FAW. ERIH) E, M 


(Fu-Fvusu—v)x =| > 1 lu-u} | dz 


|a| =+ 


=8 >) Duo ik lav lk 


fa | = +n 


(2 是 正常 数 ), 最 后 一 个 不 等 号 依据 Sobolev 空间 七 的 性 质 - 可见 
(HOSF 强 单调 . 
Vuov we kX. 
{Fu — Fusa | = |( Ne — Nv, Dw) | 
| SIN = Nubiles 
+ 80 。 


HEM | Pu Fuls<|Nu—Nol, FE N AAEH F ES. 
Y EX. WA )A 


(Fusu)x -| <A Cr Du) s, Duddz 


Sef È Dul de= Ahac luli th 


Co! A IE HE), TaN F AR. . 
综 上 所 证 ,可 用 3. 3.8 得 出 定理 结论 ， | 口 
将 3. 6.1 用 到 (1) 的 特 款 : 
— Au + à = f CE 0O ul = 0, (8) 


其 中 0o, FELD, AA: 

3. 6. 2 Eit BVP(8)- PE — E uc ACD). 

注 FR ATS ATC), Ws Ys eek RACH, (CH) 
CHs) 后 仍 可 得 出 类 似 于 3. 6. 1 的 结果 . 

其 次 考 虚 半 线性 边 值 问题 : 


人 (9) 
ruja = 0p, ja] sm —i1, 
le= >> (— DD aD u), (10) 
tel. |A aim 
apE LUD. f AXR—>R. EN 
alti,t) = >> Cag u, Dv) — Alas); C11) 
tal JA] Em 
Fultz) = fCxr,uCr)). (12) 
如 同 对 问题 (1) aE X= AG COD OR 
alu, + (Fu,v) = 0Y v € X). (13) 


用 3.6.1 2 EAE A,X XK, (BR alust) = (Aw) luv E 
X), HB ACLOX). 车 有 N: XX, i (Fuse) = (Nusu) luv E 
XJ ,出 (13? 转 化 为 算 子 方程 

Au + Nu = 0. (14) 


在 适当 条 件 下 ,可 将 3. 4,6 用 于 (4). 
-Ble 


3-6-3302 设 以 下 条 件 满 足 : 
(C,) 了 满足 Caratheodory 条 件 ; 
(C) 3 gE LO), poo. | fry) | Sg plu], ewe 
xR; 
(C) Y 2€ 0: fC, ORAH, 
(CO) L ERKAK, Ng co>>0, 使 得 
S, Gap tb Ee Soo > (Ele E 2,66) ER, 


a1. EFI =m [elem 
则 当 4 适当 小 时 BVP (9) 4 — un € X. 
证 ”结合 条 性 (C1) 一 {C3) 与 3. 5. 3、3. 5,4 得 出 ,(12) 定 义 一 
个 连续 单调 算 子 FeSO). we Xs h 
\(Fu,o)| <= [Falle]: & [Ful ivje v E X) 
A Fue K”, T EAE Nu X: (Nusv)g= Fusu). H- 
[Na — Noly <= |Fu — Fu, 
与 (Nu — Nvu — vx = (Fu — Fu,u ~ v) 
推出 N:X-*X 亦 是 连续 单调 算 子 . 
AL Ein i a), h G arding 不 等 式 有 
(Au,uw)y = alu,u) > chulg — Clu u © X), 


(15) 
c>0,CER BER. TRNAS —CH 4 强 单调 . . 
综 上 所 证 ,可 用 3. 4.6 得 出 所 要 结论 . 口 
对 于 59) 的 特 款 : 
Au = fir CH R AD),u) a? 一 ,0， (16) 


由 Poincaré 不 等 式 知 (15) 中 可 取 忆 =0, 因 此 有 
3-6-4 23.6.3 TRACI ~ (CE, M BVP 
AR HE — R uc AC). | 
FHM EE ER BVP. S Y= OD, E WA fiC) 
一 (Cs) 扒 出 下: 了 -xY 为 连续 单调 算 于 ,FF R12). > Au=Lu— àu, 
iG EIE GRAY DANCY, A: DCA) Y AYA DIAC 
* RE a 


HMD. FE BVP C9) 转化 为 算 子 方程 l 
Au + Fu = 0. - (17) 
HE HACO 4 强 单调 (假定 1 适当 小 ). 由 3.4.6, 只 需 验 - 
证 4 极 大 单调 ,部 可 断定 (17) 有 解 . 由 3. 3.5, 这 归于 证 了 eo, 
R(A+p1)=Y ,Bp BVP 
Lu + Ce — Aju = pE YEAR) 
a 一 站 ,zl << m—1 
EA # «uC D(A). 这 一 结论 可 从 适当 的 线性 BVP 结果 得 出 . 
作为 说 明 ,考虑 简单 的 1 维 问题 
at = f(t) < 1 r00) = z1) = 0. (18) 
& Y=) Ar=—2", DOA) = (2 ECW: CY, 200) =201) 
一 0}. 由 分 部 积分 与 Wirtiager 不 等 式 [63;p. 206] 有 
(Az x) = Ir [Pe wm lal TE DIA), 
可 见 A;DCADCY—Y 强 单调 .Y yEY, 直 接 验 知 
z" — = yO Ltr =r) = 9 
恒 有 解 x DCA) AW ARAB A. FRA S MAAK CCI 
(C;) 时 BYP 4 ie — LH. 


$7 增生 算 子 


AWE F.DOX—~2*, # X Æ Hilbert Sf, MF RH 
Yzy € D: (Fz— Fyszs— yp 20. UPAR AR, ME 
Banach 空间 的 柜 架 内 另 辟 一 引入 单调 性 的 途径 ,所 得 结果 与 前 此 
所 述 的 单调 算 子 理论 略 相 类 似 且 各 有 短 长 ,因而 可 互相 补充 . 

$3.7. 1 定义 EN reve Dicey > (Fe— Fy x—y), 20 
(> 0], Me F 为 增生 [ 严 梅 增生 j 算 子 . BA ASO rz,yED:tFr 
— Fyz y) 3 Alz—yl? Re F WE RATA ET. 若 
F 增生 月 (Fr 一 一 yy 这 0(Y rED) Sve Fy. WKF ARK 
WER PBF WA AT ADO: RU FAP) =X, RK F A m- 增 生 

+ R3 k 


算 子 . 
如 2 中 所 见 。(。,。)+ 的 竹 质 对 空间 的 “ 凸 性 ”依赖 颇 大 . 增 
生 算 子 亦 然 ,例如 , 易 直 接 证 明 . 

3.7.2 RA PRAM. BX POY ce De Fr 为 
DAR ËX AR XBR FR sw- 闭 的 (参考 3.1.1， 
3. 1.853-2. 5). 

V A>0, 称 RATHAD AWER A PAAR F 
的 Yosida MGR EMA MRT S4CD MER: | 

I 一 R, = AF, Fi C FR, (1) 
BNXAR XX’ FDG, FRR WA F 的 唯一 选择 FD 
-X MECE §4(2),3.7.2,4. 1.10) 
Fox © Fz, |For = d(0,F2),27 € D. (2) 
SRACCAF 3. 4. 2 的 结果 ,首先 建立 

3.7.3 命题 GDF BMEMSSV (xi,y) €GrFG=1,2),a 
一 个: | zs — a FACY — ye) | = | .zl 一 和 | i 因此 若 F Y fE, LipF<1, 
Witk 是 增生 的 . GDF 是 增生 的 二 >Y >0;R 单 值 且 LipRhS& 
1( 从 而 FF EHH LipFic2/a). GD A Fm AEA PRK 
WE, AY AD>O.RU+AP) =X, A Ri: XD 与 Fi.X-X A 

证 ”结合 3.7.1 与 $2(1) 直 接 得 出 (i). 

《ii 着 产 是 增生 的 A>0,zE Riv i =—1,2), 8) Hi Ki EAP Tis 
于 是 (参看 3.2. 20D) 

0 Cy E yr En D1 T+ 一 《1 一 3 一 工人 二 一 |æ 一 二 p r 
因此 | 一 xz 一 和 > it Be R, HAH LipR,<1. R28 Ra 
SA Lipk KiC A0) sy E Fz. =1,2),0) c= Ril tay), 
lecam l Sl atA yo |. RF BAER. 

Gi po: RU+R =X. BAS p2 yE X, BM GI 一 
ROQ marto p= uÀ, M LipGajl— el< FEJ cE X: 

. ği’ 


Grea, yE U+AF) 2. h E BE i BT HEH AS (A> 0, RU+AP) 
= X}4E(0,co) PREF AA, ik A= (0,00). E Feu, ey) 
2O0C¥ rE D): WR r=R lyti lyr ry) 20,0 r 
=y, ve Fy AE F 为 极 太 增生 . ` O 

3.7.4 定理 BPE mm- 增生 的 ,A>0. 则 有 :DY re De Rar 
rtAV OY rE D;|Fix|<d(0,F2r):¥ rE XD: |Fr| > 
cotaAy0);Y EXA |F| RR. Gi X ARAL 
局 部 一 致 凸 ,zxED; 则 zr 一 Fory |Fiz|>|For| AOA X EP 
局 部 一 致 凸 , 则 Fiz FO y 0). GI X BRM DS. 

证 证 法 与 3.4.2 BAW. Y ee X ye DwE Fy, H y= 
Ri(y 二 A) 与 Lipk 得 

ly— Rex] Siy— af} + alu. (3) 

在 (3) 中 令 yore DB Al Pic] = |r Ria] SAd(0, Fr), Bt | Faz | 
<.d00,F2),Razer(At 0). AF Litka, H ce DRA Rrr 
CAYO). 4 rE XN\D A BRA | Piz |~oo(A} 0). Bre X AS p> 
om 

À |Fax | — a| F px | S|APiz—pF pr |=|Ric—R,2| 

= |R IHF) Rir — Rr |= |R Riz tF) —R,2| 

S |RazteFiz—x|=A—p I Fir], 
由 此 显然 推出 arl Fer] ARERO GD. : 

HE Git). RE rE D. AGDA Fix |< | Fox]. EBAY OR 
. Ë Fy zu. Fyx€ FRiz.Ri zz, FA sw- fi] (3. 7.2), it ti 

E Fr. 由 7 
ju} < lim |F| < Tim [Fy] < |For] < Ju! 

得 u= Far, | Fix |> | Foz], Fr For. 这 证 得 Fir — Fyr, | Far] 
[Por] A y 0). Æ X BRA MM Fiz Fox (a 4 90). 

HE Civ). ARBRE TyED,tEJ,z 一 (1 一 1x 十 ty, 加 40.8 
Raz. 由 (3) 知 RRz 有 界 ,不 妨 设 R;z 一 .由 (3) 推 出 |x 一 zj] 亏 
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lz—zl+ly~-ul<ly—2z(|, RA 
fx = z| + |y z| = lx — y| & |ru] + jy ei 
4H [2—ul={z—2z|,la—-el=—ly—-zl> FRX PROB Hz 
a= te» 因此 Ri zz, MA Ry ez. 由 《3) 有 
mi 有 Rs 一 z| lz — z|, 
HÆ |Rie—r|>je— r| Ai Riz—r—>rz— r, A Razz. O 


$8 JED IKR 


BF: DCX-X 43 BA ECIVP). 

a =— F2,210) =~ FE D. C1) 
Bxr€C(LO,6),.D),6>0, 89 hr FER RRS O=> 
TAr, Dr GHADA E, x Y IVP, b) ERR. 

3.8.1 引 理 Br: (a,b) X TR r BOR A 严格 
Py gto rN Dog =2hOD p= ar- ,此 
处 D HD 会 limA At 办 是 "左上 导数 ” | | 

证 AMAR Be Hoe x PR MR. RE Elab), 
ME eA (2)460. & a= A Arte, A) — 2 (2), N eolo. BX" 
Pee Ae tAy|— fel = ijz Seedy te A0,~EX), 
PD 记 对 惕 映射 (3.2.50i)), 于 是 | 

ARCEA = Jetz! G)+ el— jel = poy (Beye! GD 十 四 

+ala), 

这 推出 ODED =( Dr r =r (1) 2). C] 

3.8.2 34 R occo, b] RME DD wlte)Sawlt)+ Bie, 
BER, MH a=0 Rf wz) <0) + Br; M at Rf 


wre) <a(aret + Been 一 POSi. (2) 


这 是 一 个 标准 的 微分 不 等 式 结论 (如 参考 L65 上 . 
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下 面 在 两 组 不 同 的 条 件 下 证 明 (1) 的 可 解 性 . 
3.8. 3 定理 设 存 在 ER, 使 得 
(Erz — Fy,x— y) a klx — y| E D; c3). 
上 连续 ,或 REAM KX RAS * 则 对 任 给 ED’, VP C145 A; 
当 D=X HDE Ry LAER. E 
证 RAB 次 连续 X-F nH, F 连续 的 情况 可 类 
Wik AA. 由 下 次 连续 推出 下 局 部 有 界 ,- 故 有 5,r 半 0,FB,(&)C 
B.0). $ 5 二 Br, SM “Peano iA" ic SSH BeOS 
Trit)=O; 
z(t) =&— J Fels — 1 jas,o Kt<bnwl,. (4) 
g 7E 
(4) 中 的 积分 是 Pettis 积分 , 记 y G= ar an |). BR z, (HO =6, 
iz, (t)—2,€s) | S0r|[tos|.2,5€ 60,5]327,55 7 HBr’. C4) = 
一 Fy, (G), tE (0,6). RE mi nel. pl =}2,(t)—2,. (4) |, 
3-8.1 与 条 件 (3) 有 (下 式 中 省 去 了 变量 :E (0,6): 
D p = 202) m E asim En) = 2 Eya — Pots Em Enlt 
一 一 FE — F Yn s Ya Ya hy + On SS 2K | Yin Yn |B En 
r rjf 
<hl er ZAE) Han 
<alel[ e+ (E+) tantal Pte. 
| 其 中 a= 2 Eya Eyn r Yn Yn) — lE in Fy, En En) 
2 
Bua =A nerd + sup amn (£), 
Hi C+ )+ 在 有 界 集 上 一 致 连续 (3.2.5Cvi)) 得 出 an OTO A 
M Bux O Cm, noo), H owm ¢ i AL3.8. 2H HE BM pl0) = 0 
FL) Ban 4 [Rl Ce — 1) C 20 时 PO Eoad) ,因此 En (OD 
— x,t) 0(m noo t€[0,6]). THA cEC0,6],D): a, (t) 
ZrO ;由 (4) 易 直接 验 知 rÆ IVP. 


= TT» 


6B 2 BELLO AM, Mh 3.8.1 与 (3) 得 出 POS 
|O TEOD MED POS ~ 2h) TEMS. 8.24 dS 

pe 一 0, 这 得 出 22). 

EOD x 的 极 大 正 半 定 义 区 间 为 [ovo]， orr HAL p, 
BY Æ wF E Eiei zatar | 用 3. 8. 153.8. 2 得 出 
|ru — rOl la ae. h EY 5 ocol] Co 
—O DFE Mm 4 D=X Ht rO EmA rmp 之 右 侧 ,得 出 了 矛 
盾 ; 因此 p=, H ERNE e E r EDE RE 
BY FE — R. CJ 

3.8428 B X'— Hh, F 是 mR. IVP Ry 
上 有 了 唯一 解 x Alr (C2) | 单调 减 . 

证 VY 4>0, 由 OLipF.2/a03. 7. 3) IVP“ = — Fz, x0) 
=&C DER, -AME—C Rx. Y r> 0. Meal ae+r) 一 
zxzt) | 用 3. 8. 1# RBEAWABD op) <0; FES. 8.2 
OC) AR IAT b(t) | BR. RA 

| Pas (29) = [a [<S [oC |= | FE] << FE | ee. (5) 
Y Avpo> 0, et pCO A| 2) —2, (2) | G0) AA 3.8.1 得 

PD” p = CFR x, FRR Ta 2) 4 

CF Riar FR ptas Riazi — Rpte) + 
(FRx FR TT) + Lay, C6) 
其 中 已 省 去 变 元 ti. 利用 (5) 推 出 
NRTA — TA | =A] Fiza) | ALPE] +0 0). 

Y 6>0, 用 (。*，)+ 在 有 界 集 上 一 致 连续 推出 OTOL YO, 

EAD. FRHA OS 3.8.2 BlnG)—z,(1)| Zod. ey Ost 


€(0,6)). 因此 存在 rECR X), Y b0 nara As 052€ 

(0.6). BR rO =t, Rin rW Ayo). RE tea EA at 

0 不 项 设 Pia Wey. BF Ria AG) x) K 3.7.2 一 起 推出 y 

=Fr (0) AE Firn Fra). MiB EFG) HA, H 
+ H +*+ 


rt) =¢— Í Fz(s)ds C0) RE r EOE R, LAIA. 唯一 性 


的 证 明 如 同 3. 8. 3. Cj 

设 3. 8.3 K3..4 RIRE OOM SAE D=X).Wul-, 
O IVPC1) AS Tale, +), RE EA uR, XD 
一 D 与 算 子 族 {T,; DD |20}, EAM: To=, Taa, 
tT z—2) > a Frit y 0r E D); CDN)T,,,= TT,; GD Lipt: S 
e “天 依 (3) ,在 3.8.4 之 条 件 下 取 & 一 0. 性 质 (i) (Gi) 是 明显 的 .其 
次 ,对 | 了 Tx 一 Tiy| 用 条 件 (3) 与 3. 8. 1,3. 8.2 得 出 Tz 一 Ty| 世 
jz 一 ?|e “(在 3.8.4 条 件 下 取 =0), 可 见 LipT<<e ". HM bY 
T: A D bLaA-F ERD GER EDR TORR. E k=O F 增生 时 
ante). W Lip7)<.1,80 T, AEP RY wa RT, AED KER. 

Kb AMCs G4 Tero), We Po =0. 用 此 可 得 出 一 
些 满 射 性 结果 . 

3. 8.5 定 理 WP RETRARBRUORERX GE XX 强 增 
Æ. ERREZA XRD) GI X* — RP XX MAL 
强 连 续 ( 即 2, Pe F x) BB GDX 5 XA, FD 
>X 为 m- 增 生理 弱 强 制 . 

证 只 要 证 0ERCF). 以 T, 记 由 -玉生 成 的 半 群 . 

若 条 件 (i) 满 足 , 则 有 >O.LipT, Ke <1, FRA &€ Fix7T,， 
从 而 eG) 27.6 是 TYPQ1) 的 1- 周 期 解 .¥ ec>0, 由 周期 性 有 

læ) ~ 2(0)| = Tir) — Tir | Se * |e) lOl, 

这 推出 2) =2(0) Geo). Web F&=0. 

BRIGIDA E, WMA Ftna U 用 已 证 结论 得 xz, EX: Fr, + 
n—z,=0C21). A 7 

[Fx] lal = (— Fryst,)4 (— FO,2,)4< [FO] |z. | 
Hw Fr, |S FOl MA T xz, AFA Pe.0, 8 Wi rz 一 xy 这 
得 出 Fr=0. 

若 条 件 (iiiy 满 足 , 财 由 LipT, 委 1 推出 (tt zyheTz 可 扩张 到 

* &O + 


Re XD 上 ;使 T, 为 DD 上 的 半 群 , 且 保 持 LiT. |D<1. Re FE 
D,&xQ=T,F, M3. 8. 44 Fr =r Ce) | 所 |x'(0)|= 
|Fé), Buk zR OAF. h XANA D 3.7.4). ARF 
引述 的 不 动 点 结果 3. 8. 6) ,得 aED: Tar, Y rE D0. 8 

CeT, t,£ £o) = |£ Ta | +CT to Tere at 0) + 

> |2—xol?—CLipT) |e zr |70; 
CFryr-- Xx) =lim La Tx s0— Tp pÀ. 

由 .下 RAKE Fr=0. | LI 

证 明 中 用 到 以 下 结果 (参考 [43;17. 8). 

3.8.6 定理 #X-AADCX AMT, BD 上 的 非 扩 张 
FHWA fe D, (Tea) FWA zDD:;:T,xo 寺 zo. 

由 3. 8.5 推出 3.1.9(i) 与 3.4.2(iv) 的 以 下 类 亿 : 

3.8.7 推 论 GX — RE XX 增生 ,次 连续 , 则 下 
是 m- 增 生 的 . Gi F:DCX—>2* Æ m- 增 生 的 , 则 Y >>0:F， 是 
m- 增 生 的 . | 

证 GA F+ 是 强 增生 与 次 连续 的 , 故 由 3.8.5 有 RUF + 
D=X, Mi F H m- 增 生 . 

GDA FHIU RRE. 连续 的 (3.7 7.3). A H 3.8.5 4 
RAD =X, A Fi 为 m- 增 生 . 口 

§ 4 中 的 和 定理 对 于 增生 算 于 亦 有 适当 的 推广 ,不 拟 详 述 . 下 
面 仅 给 出 3.4.4 的 以 下 类 似 . 

3.8.8 命题 H X* Pe: DOCX? §G,CCK>2* 是 
m- 满 生 的 , 心 "0, 则 Fa tG 是 m- 增 生 的 . 
. 证 直接 验 知 PIG 是 增生 的 (X PRAT). REA 
六 0; 取 >A yE ER | 

Ta = (G + Dy — F,r E X, 

出 LipT <Lip (G+ sD) Lip hL <1 
{用 3. 7. 3) ,于 是 有 zx 二 FixT. 直接 验 知 yy 全 并 十 Cr 十 Az 因此 

。90 。 


R(UFA+G4+pD=X, AW Fa tG 为 mm- 增生 . [ 
$9 GB it f 


给 定单 调 算 子 FXX SLEX ,本 章 解答 了 关于 算 子 方 
程 . 


Fr =b Cl) - 


HiME HARA TRE DAR. ARE HI 
依赖 于 2? 至 于 解 的 计算 , 则 有 多 种 逼近 方法 ,它们 都 是 从 一 定 的 
实际 算法 提 糠 出 来 的 ,本 节 讨 论 的 Ritz 找 影 法 (3.9.1) 与 广义 梯 
REG. 9.2) 是 其 典型 例子 . . 

，3.9.1 Æ CBowder-Minty,1963) $ X BAB Hie.) A] 
Bie fel. X.=span{e,,+,e.53F RIK ES BIR, ER F A 
论 成 立 : OA 1) A RES AOR; Gi) Galerkin FE 

(Fx — bye) = 01 Sign) (2) 
AR 2. Xe SA FA BRA ORAS; GDA F Pi 
MRO SDAA Re 5x. X. A nmr; 4 FRA 
时 2,2. . - . 
证 ERRAT FSF ' 皆 极 大 单调 (3.1.9), 于 是 直接 由 
3.1.8 与 3.3.8 得 出 (i). 
Ci) 3.3.8 用 到 映射 X, — X ort Fri X, 得 出 方程 27 有 
解 r EX, BR Fr —bEXL. 由 
(EL, E.) = Bx) K lolle (3) 
及 已 强制 得 出 = AA BEd ARRATIA. 为 记号 简便 ,不 妨 
设 r, 2, SUE Fr=6. h F RKB, RE Fy by- 
(Y yEX). RE yEX, 因 Xo。AUr?X, MEXX BA we Xi: 
yoy. HF KERA Fy Fy. BE. n EDK A Poy 
Tn) 二 < 上 ,Yi 一 Xr)3 于 是 
(Fy, — by —2,) = (Fy, — Fr — ©) 0. 
a 9] a 


HED noo KS koo, fF Hi (Fy—b, y— 2) 20. 

Gi) 4F MRR BN BRO SODA AE- cH rE 
Xa 由 (让 之 证 看 出 ,tzx,} 的 每 个 子 列 有 子 列 弱 收 钱 于 工 ,因此 xz. 
x. Br, p> 0, ly [<r | Fy) 03.1.4). yEX, 由 下 单调 
A Faoay) Sh Fa) (Fy yh R A A (Die 


| Fz, | = sup L iFr y) 
lyer F 


<È dbl lel +elz. | +e), 
这 表明 Fx, BAR-V ve Xo Hin 充分 大 时 有 (下 ze,y) 一 (boy) ;这 
一 事实 结合 Fe, ARB Frb. 由 (3) 与 ro 一 z 得 出 (Proozv) 
=b r) BF AIBA WAAL EAA 
. Ala,—a |S Fx, —b,2,—2) 
= CF 25904) — (Ftb r) — (652,905 


HHE x, ala oo) a -U 
另 一 类 逼近 方法 基于 以 下 考 虚 ;(1) 等 价 于 
z=24—tA(Fr —b)*£Gr, (4) 


Ep 0, AL X° OX 是 满足 Aw 二 0 二 >w 二 4 的 某 个 算 子 . THEA 
题 是 ,应 如 何 限 定 下 与 选 定 1,44, 使 得 如 下 定义 的 选 代 序列 收 钱 于 
G 的 不 动 点 : . 

te, = TO— tACFT PR r= 0 (5) 
送 代 方法 通常 要 求 一 定 的 Lipschitz 条 件 ， 

3.9.2 定理 GX BHilbert SMF: X>+X HARB r 
>O:LG)ALip(F|B.(0))<09,;A=A" ELOA RA r= 
A EFO—bL + TÄTA) > 0, t= 2a/ | ALL Gy), 0<t<cros* 则 由 
(EMW FRAY he ie F CD AE RR. 

证 由 下 强 单 调 知 (1) 有 了 唯一 解 x+. 定义 

fly) = CAT My a)y Ty E X. 
令 p=2h—-P{AILGs)?, 则 p> 0. 今 归 纳 地 指明 
+ 9? a 


la] S rotlar — zl? fla) 一 fra. (6) 
FH Alr SFr FO 2) SF (0) —4 | | | 


ja} < FIFO) — bl Xv. (7) 


利用 (5) 及 下 强 单调 不 难得 出 

FEID fm) De 2A jrs x AIFzr — l7 cB) 
-结合 (7) (8) 得 

Flay) — Firo È 2A |æ | — PALL FOO) — Fel? > pll 

可 见 (6) 对 二 0 成 立 . COMO ee M n0 HARKER 
tly PS CAy ~All yl? BH ILAL My 和 (Ay yp ly 
上, 于 是 

LA] angi mr PR Ct Sf) SS (ar) 

=LA r xs zx Psp la? | Fo—él?; 
boas} Sloe ae] eA Rool a4 TA] ro 


| Fr, 0| = | Fae Fr] ELi lza arl- c9} 

HADRON £=nt1] RA, THROM £250 成 并 .显然 
fr) 220; (OREM f(z.) FR Ata, COE xyz. L 

在 3.9.2 PR 4 一 了 得 到 : 

3,9.3 推 论 WX $ Hilbert 空间 ,下 ,了 人 Cr) 如同 3. 9.2, r= 
21 F081 /AO OI Lr sro 01 cag =e ta, —b Ck 
=O), WY ta, ee C BE — a. 

注 EL) KL < 00, 0<4 <2A/E7,.X H Hilbert 空间 ,G 依 
(4), A=], 0] LipG< /1— 2072? < 1,8) G @ AE M g, he 
3. 9. 3 中 的 选 代 序列 当然 收 伍 . 

若 下 :R'" 一 人 " 强 单调 且 为 局 部 Lip; 则 3.9.3 可 用 .通常 正 是 
利用 如 3. 9.3 的 适 代 法 解 方 程 (2?， 然 后 用 3.9.1 通 近 (1) 的 解 ， 

对 于 “梯度 算 子 ”3. 9.2 有 如 下 Banach 空间 推广 ; 

3, 9.4 定 理 HX ARBPRAS/:X>RiF=Df AARE. 

a O63 


调 , r>0 ; LQ)ALip(F [B.00))<00;A:X° +X AAAA A ri 
= |r |+ |Fx.—6|,242=min{1,1/LGi)}, 
Eip = Ze — 4 ACP, — E) sty = 0. (10) 
则 (2c, AF C1) BE — Fx. 
证 AWE 6=—0. 由 强 单 调 假 定 有 
Alr, — zi? S (Fao — xz) & |Fr | lza — xis 
故 只 要 证 Po. 0. ERR h lal lar drn S A E e A 
考 4.1.5) ,用 此 得 出 
一 
=A Farn AF xs) HAE at Fts AFT? 
A | Fail — AL Ge) e m) IFz | 


SA Fa PALDA] Pol’, 
RH FCzs) 下 降 且 | Po, EL Cad — fF Cra) A 由 
flad—far=f" d fattia) Jdi 
=| Eaten ,了 
>| ln—zrlidi= Sle zl 
iin SAMA AALS nfl Oo. RASA Az) 的 收敛 性 
得 出 Fr >ù. j 
FEO 车 56=0,3.9.4 之 条 件 满足 , 则 (1) 的 解 是 让 的 唯一 极 小 


点 (参考 4.1.10). 如 3.3.4 AE RA“ AER”. MH 3. 939.2 可 
看 作 一 种 “广义 梯度 法 “ 
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在 现实 世界 与 科学 中 , 非 光滑 现象 经 常 自然 地 出 现 ,因而 需要 
有 一 种 处 理 它们 的 系统 的 方法 ,这 导致 “ 非 光 滑 分 析 ” 这 一 数学 分 
支 的 产生 ,而 “上 西 分 析 ” 则 是 其 中 的 一 个 特殊 部 分 . 非 光 滑 分 析 的 基 


“本 问题 是 将 传统 的 微分 学 方法 加 以 推广 ,使 之 能 在 多 少 类 似 的 形 


式 下 用 于 一 定 的 不 可 微 函 数 . 这 一 设想 已 得 到 辉煌 的 实现 . 非 光滑 
分 析 的 结果 不 仅 成 功 地 用 于 处 理 非 光滑 问题 ,而 且 也 用 于 那些 初 
看 起 来 没有 任何 非 光滑 性 的 数学 问题 , 且 往 往 导 致 重要 的 结论 . 本 
章 给 出 非 光滑 分 析 的 基本 理论 , 它 的 某 些 应 用 包含 在 相继 的 章节 
.中 . 


3$1 本 函数 


首先 说 明 有 关 实 活 函 的 一 些 术 语 与 记号 . 鉴于 难以 避免 取 值 
oof} i, SUR Ne aN RIE XR 的 沙 数 ,其 中 RR 
=RU {oo}. RDS {re EX: fla} S HARB, YD AD 
时 说 是 正常 的 . 本 书 中 ;任何 作为 条 忻 给 出 的 实 泛 函 总 假定 是 
.正常 的 ; 某 于 某 一 问题 讨论 过 程 中 出 现 的 实 泛 联 是 否 正 常 , 则 需 具 
体 确定 . 给 定 £;:DCX—-R, 4HERRRAN X LORS. 
€ |D=, Mi D=D,. 

以 下 设 £:X>R,D=DeC. 称 

epif = {rt) E X XR. f(x) s&t} (1) 

为 了 的 上 图 (epigraph) , 它 是 刻 划 六 的 某 些 性 质 的 有 效 工具 .车 当 

tea [Lx] 时 42)slimy (zs)， 则 说 SE x PEELS FO 

连续 ], 编 写作 lsc [wsc]: f APR E Isclwisc IMB RAW. 若 -7 了 
E 


为 liclwlsc], 则 说 了 上 半 连 续 [ 弱 上 半 连 续 ], 缩 写作 usc wuse]. 
不 难 验 证 ,了 在 和 上 jlsc[Lwlscjesept 闭 L[ 弱 闭 ]. 

ESEJ EH PRS t E 

Tar tE RE FO LET ry EE, (2) 
则 称 上 为 止 函 数 ; 若 对 zx，yED,z 关 yy:《2) 是 严格 不 等 式 , 则 说 了 
FARD. RAJ ASD AHO H rye D Rusep lf AOR. F 
fA REM SAA Dern ASO urd dif). 是 函数 是 
JE R E A E P H R R RAS ERREZ, PB 
H E ri Be BY E BEE M. 

Bich H o tE A AR e A E ER E. 

4. 1. 芋 定理 设 六 是 ; 则 以 下 每 个 条 件 推 出 fiDECi', 
Gd xoED,r p>0: fC Bed) Seif ERR Bae (CD) 
内 lse; GDS 在 某 点 r€ DD 连续 ; iv) X=R". 

证 设 条 件 习 满足 ,不 航 设 r= 0, (00. Y cE BOK 
OLLEN HF a SL a) p] 推出 fice». Ak 
(f(r) |p. & enra yE BO pA layl oo, M ArH 
Beler yE B00), flr = PTO (proy +! 
* [BrO] FE 


fa) — FD TEO E lr yl, | 


BY f Lip f!)8.(0)) <2e/d. (ES cE DD, BRAD kr ED, WY y 
邻近 之 时 由 了 的 凸 性 有 

FOS Efkar) + £ — iA SP) 
可 见 S E rc SULAFR MAM EEA ew SE r BIA Lip. 
因此 sipeect? 

REDNA, A {xE Blr): f(r) en LH oeer). B 
Blos UTA KRGART A 含 内 点 ri, 从 而 了 在 BELG 
界 ,这 表明 (人) 过 (i). EKER D>). # X=R’. DEAD , M 

+ Ob» 


= L |F Te. t 


有 x, OKS): AAco(z}CD°R tO. BRR AA LAR. 
CI 

由 4.1.1 2 iE A E iS i : 

4.1.2 推论 BS GV ce Bulro); leo), W Lipt | 
Bao E220, 

FAHA RBA EE. 

4.1-3 AE fh re. WAM PR DL f(r. 
Æ H D. fr, 2) SD, flr 2) Af Caz VY 2X8). E X=R’*.GC- 
导数 Df Co ELEM ff Cr) = Df Cr). 

证 h FPR MERE pC Se AS (rte) Et 0 时 递增 ,在 
flO RD ERE, 5 coca 时 oS <olt), 由 此 直接 得 出 命题 的 前 半 部 
分 . 对 于 后 半 部 分 , 设 {el} 是 R" 的 标准 菇 ,z= D eari = (ici 
0} ,一 mei A gSAf a, DD aA, gazot G+0) A 


0 ERC) = a 2) Hi) < > glie) = >, T gl tes) 
‘Gy are 


| 1 ur 
<&let Di | = o(|z}), 
hH f Cr) = Df C2). L] 
4.1.4 引 理 & ¢,[4,6]-Re<s). & oR, 出 gol 
Aled tin R W]e Ela OAKS. SF SHE Me he 
220; P >0>¢ eR h. 
这 是 经 典 分 析 中 的 热 知 结果 .下面 的 定理 可 看 必 4. 1.4 的 一 
个 无 限 维 推广 , 
4. 1.5 定理 设 f 在 是 开 集 口内 GG 可 微 . OS SPR nje 
Morr tele Dez tO DEDA ir 2) DI DAF lr) ] 
SD PALEW) Ge fh. RM Df Bea, X A Rat DS 
KES, 4X SRA SEC DO). Gi 2 Brae DF Ce, DAC 
d2)f(z+iz) oF EM f HOD Sr, + 20; D Fz, z) > Oe 
€D,042€ X) Ph. 
- 4 7 + 


证 DRA 了 四 全 Dr SAS (a, * (4.1.3.8 D UOS 
Aflx. +) CY z€ D). W sxe D HA 
(DIe + 2) — Dfl) z) =— Dfi + rdi z) — Dftadz 
| SAS (2,2) — Af (r,e) = 0, 
HE BG. 车 DF BB ore tee D p= +e), WM 
g(t) — ds) = (Die + tz) — Dfi + s2) ,2) SOs at), 
HEP pi 4. LO MEIH PO. KR PP a SA ET 
类 似 证 明 . 
GES cE D, yE, ý 


limD f(x 十 ty)z 所 lim 二 LAs x + tystz) = Dfir)z. 


以 一 z 换 z imd tiyr SDF az hi Df (e+ ty) Df) 


(£40), BR Df FER. 余下 结论 由 3.1.5,4.1. 3 推出 . 

Git) ABM 4.1. 4 推出. | Lj 

在 极 信 一 类 的 问题 中 “wlsc” 是 重要 的 . 所 家 注意 者 ,wise 并 
不 能 从 lsct 甚 至 连续 ) 推 出 ,因此 其 判定 颇 成 问题 . 幸而 对 凸 函 数 
有 以 下 结论 . 

4.1.60 BS. Slet ERED AGYA, MS 
Æ DA wisc. 

证 fls WyrER;:{z: f(r} OA. ETTA 
1.8.3 这 推出 了 为 vise. Æ f GCA Mere D, Mh DCE), 
By DIS a — S CaA. SK 

I(x < lim[Lf (zr,) — (Df (£), 3, — x)= limf Cr,), 


可 见 FR wise. | C] 
41.7 命题 ESAE lse WI e, p20: aoaaa] 
证 Mane Dole). B epi f AH. Crot Cepi f, H 
a} SS SE a OE XK" KR=CXXR)* ,使 得 
ulr + rts < ulr) + rt, (ryt) € epi f. (33 
2 98 


Bitz Oe IRAE roo: Br=fa dy «ce DRA 
(3) 得 fC) > Lela.) Hrt ula) r BK 
f(x) >— rr! ful lal — [reared + tl- E 

4.167 RA, H: r |—cor} lse O AAEE aR TEE 
一 ce. A — E g a T e yh e OC A A A i E E E E A. 亦 林 注意 
E, MM er 这 一 简单 例子 表明 的 , 凸 函 数 可 非常 快 地 堪 长 至 cc. 

凸 画 数 功 然 有 不 少 和 良好 性 质 , 但 对 于 应 用 毕 竟 过 于 狭 窗 , 现代 
研究 中 愈 来 愈 光 地 使 用 某 种 形式 的 “广义 凸 函 数 ”, 其 主要 者 定义 ， 
如 下 : 

4.1-8 EX AV 2. vED:fCie.y)<max{ fr). ff}. 
mS eG BV zye D: fla +~AfOylesxyl] > fr ypa 
max{fCr).fCy)}, Mik Fa ER Gy) = fee + 
30<t 1 @ Da EDV ye Diah (Dia), yz) SOS 
fWEefO lf > fr) ]. Wis f = r AMF D ty Li th 
hhf Æ D LAL eH le x BH. 

直接 由 定义 易 指明 以 下 结论 : J PSV rER; tz: f/(2)<r} 
ACS (Di a).y a> AA PO > ia. S GH; AS 
OB Pes OB ee ae Bs a ek e 
Ran eo PROB RS Peo AG. 

414.98 VE SRR, M S ARSS Mh S 严格 单调 二 了 
Bis ame aS R A E RG, f(r) 一 
laz}, 

2i *<0=>Fz) 一 0,z320 人 jz) 一 1, 则 上 拟 凸 而 非 严格 拟 
0.6 了 洋人 站 二 有 人 一 0Dsgf0O 一 1 则 g 严 格 所 凸 而 非 氢 西 . 可 见 
“FP ae Ae. 

各 种 丁 性 在 与 极 值 有 关 的 问题 中 都 起 适当 前 作用 . 以 下 命题 
汇集 了 一 些 基 本 的 结论 . 

4.1.10 命题 DG. G) 若 地 严格 撤 凸 , 则 了 的 局 部 被 小 点 
亦 为 全 局 极 小 点 . De RWDM f BRA-PRD A. GDS 

+ 人 


X ARDS WY Isc BRAW SARA. (iv Be x Æ S 
的 极 小 点 , 则 万: fG,D—r) 0; 当下 同时 其 道 亦 真 . OHS tex 
ANF D HA Wr Bf MRD ROD), Dr Poe 
Df(z)=0,# zE D). 

证 只 证 (iii)( 其 余 结 论 的 证 明 是 直接 的 ). 取 r ED, iÈ 
f(a) >ehinl f(a). 2, BAR BBE nr. DD A ORAL A 


bre D. B f wlseld. 16) it fsa Kit x Bf PRL. 
O 

本 书 亦 不 可 避 人 第 用 到 某 种 凸 的 向 量 函 数 , 今 陈述 其 定义 以 备 
用 . 

4. 1. 11 定义 i g:DCX-Y.Y het ¥,SARS. BY À 
E YMO): A- g DOF i] Wik g Hse OCLs PHAN“ 
D SE A eT © h e a AK A. 

iV ACYL :A* g A isc. WHR g A x Isc. 

UT RABAT H.-S OWE SYP o, A 
ik. 


32 次 微分 


设 f: XR, D= DA. 

4.2.13 E rED. PRISE X" uA r,” VA 
在 zx 的 次 微分 , 称 每 个 wE3ftr) 为 在 z 的 次 梯度 ; 当 3/(z) 关 
人 时 说 站 在 x 次 可 微 . 

PRR uE (Cy fitz) 二 u(y 一 zx) 是 
epi f 在 点 (rz，f(T)) 的 支承 超 平面 ,这 一 事实 给 出 次 梯度 的 几何 解 
释 ( 与 导数 的 切线 解释 对 照 ). 

2 7 EDE D ERA Roe —etr tye lrs] oD. A uE 
aft2) W fled = et fede re a) jt Lo + 
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a€fz— y] =t nD +r f(y) OR SG. 这 一 事实 表明 ,次 微分 概念 

本 质 上 仅 适 用 于 西 函 数 ,尽管 定义 4.2.1 本 身 并 不 涉及 函数 的 三 

由 

3" 次 微分 af ;XX 一 2* 是 一 多 值 映 射 , 它 正 是 导数 六 的 某 种 车 

代 品 . ' 
4.2.2 例 xt pR>R 有 =la), gaa]. 
3i fæ) =} rE, SRN =2, 2 BX 


映射 .显然 ao I=) 0). BW rE, E Eaa), W el l | 
= sup BO) =a) D fez) = jz P®?=D_ flr rule), BR 


ly |= 


Git «C222 uC Sr. WMV YEK yrd S lal fy 一 
| Fo) 一 Fr) ,因此 xzEarkr), 故 得 arcz)=2r 

3* 设 f(z) =) | (eX), J zz0 时 az 一 lz 引言 | 
Slap 'Or= {uE X"; lel =l, ulr) = |z| Ea Ou] « | 
|u| 和 1(xEX'), 因 此 af(o}=B, CCX". 

4* 设 ACX,QCX', A 的 指示 西数 54 定义 为 5414 一 0,64|A 
二 20. 让 与 忆 的 支承 责 数 54 与 so 定义 为 : 

saku) = sup (a, Ad, sotT) = sup iQ, TT © Rw EE Xt). 

C1) 
直接 看 出 ,YY EA uE B,Cr) Su€ lr A" S ulr) =s lu) 
AOE Dlr) rE A> ba laI h H A R, alr = 
(Cc A N irh ;者 ARF SHA al AL. 

下 面 给 出 了 在 一 点 次 可 微 的 条 件 . 

4.2.3 命 题 BSP rE OPSJ Er MSE 
Tlsc. NE uD fle, OD f(z, Lulu EX); 
HEE S E r RIA W DDCr,*} 疙 一 oo( 这 意味 着 不 存在 使 
了 无 限 陡 地 下 隆 的 方向 ). Gi APA rf Cr): Cer) E Cepi O°, WF 
HE r ORT GR. GOR S E r ERED PE ROO aD BH’ 
紧 凸 集 . 

* ] 人] = 


证 《di 的 证 明 是 直接 的 (参考 4.1.5). 

Gi) ARAE Ce PEM’ XR, SB urd teras 
ey +e f(y) <2), aCzi t p aur) ter. 由 此 推出 p> 
0, —u/ pe aftr). 

(iv 了 在 + 连续 推出 {x} <XFCr) ©) Ctepi f°, T Æ h AE 
2.41) @ 好 (rz 天 后 .直接 看 出 af(z) We OR. 由 一 Af (zx， 
—z) Sule) SAS asg) (u€ af (a) ze XR Ff 在 二 连续 得 出 
Of (a) BEE BE MA K: 0 

注 HRM /一 09a(4. 2.2) 可 见 ,连续 性 对 于 次 可 微 并 不 是 必 
要 的 ,但 lsc EHEH. 

以 下 结果 指明 了 次 微分 与 CIRNEA. 

4.2.4 命题 ORS Are D. Ë DORE, W ad= 
(DAO ;车 S E r HRA f) = luh A a= Da). GRD 
FF af DX * BRA SW af—Df. | 

HE GE DORE, Mh 4.2. 3G BMY we af (x). 
Df a Su< Dir), Bib as Dir). 其 次 设 fc BSH ale 
={u}. WE OFrE X.Y e€[ D_f(z,2),D,fG@.z) 1,8 teliz} = 
ot E ME S u: Reo R. H a REA OED Ey) Cy 
ERz), A Daf Cr, > A U RER, At u. FRED KB X 上 
L7551.7.1j; 仍 记 为 u E D. Sa, * SeS DS a > GAS 
7。 因此 woE arczr) 注 意 卫 在 zz 连续 并 用 4, 2.301)). 2 E H 
ta 一 tt 从 而 D, f(r, z)=e=ulz),F# Df Cn ARE Dil ad =u. 

ODRE ce DY cze€X ï >00 充分 小 时 有 

(af(a),tz)> << Af Ca,te) S (af(a + tr),iz), 
这 推出 D, Flxr.2) = CafGa), 2). MH D_fCz.2) =(af(2),2),48 
此 Dir) =af Cx). l C] 

§ 4 PEE AHH Be py a A. Ak A A 
数 证 明 以 下 * 和 规则 ”. | 

4.2.5 Æ Æ CMoreau-Rockafellar) if fs¢:X—~R h, f ER 
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点 rE Ds 连续 , 则 A Ste) —aft+ag. 

证 RE ned; ND, ARE a ig) CAF erd + 
dg Cx). 不 芒 设 co=—0./(0) =2(0)=0,0EC Xftg)(0), Bik 0E 
af (0) + dg (0) (— Rete OF rh E 4 RB i). 令 4 一 epi f, B= 
(woO:igo dant} A ABO AHO.ANB=O.FEARB - 
定理 有 o= lup) EX XR. (oe, AS lw, BD, (w(x). f(a + 
I> <tw,(2,—geCr))). 由 此 易 推出 2<0, —u/pE af (0) ,u/p€ 
ag (0). RE 0G af€0)+a¢0). 口 

注 ”4.2.5 的 结论 显然 可 推广 到 任意 有 限 和 . 

4.2.6 Bred. f@)=min f(z) 0€ af(z Soe 
af 2) + i ear N(D-Z) AD E DATS, M 
fz)=minf (2) Saf (2d DAD. 

证 明 是 直接 的 (参考 4.2.2 之 4").4.2.6 推 广 了 熟知 极 值 条 
件 : 若 二 是 子 的 极 小 点 且 OREM SG) =0. 所 宜 注意 者 ,对 
于 六 为 广 的 全 局 极 小 点 ,0E3f(z) 不 仅 必 要 而 且 是 充分 的 ; 

4. 2.7 定理 (Rockafeltar,1970) i f OH Isc, RM af:X>2*" 
是 极 大 单调 算 子 (3, 1. 7). 

证 ”可 直接 验 知 3f 单调 . 下 面 仅 就 区 自 反 的 情况 证 明 ar 极 
大 单调 . DX 5 X* 03.2.4), RE ROTD) =X 
(3.3.5). ¥uE X'S g=f+ e?u Mg Gils, B 
lim g (2) =00 (用 4.1.7), 于 是 有 极 小 点 TEDA. 1.10), A 0 


E IDSA H r uld. 2. 6,4. 2.544. 2. 2), AR uE Caf 
+ PCr), L 


$3 Clarke 次 微分 


本 节 设 OCK FSRR, Lipf EK <. 
+103 + 


43-10 €@ BrE 
Faz) A Tim LAS) ER) () 
yr, 40 


H f Æ x # Clarke 广义 方向 导数 ; 称 

alar) È kf lr, O = lu E Xe SP Cr, +)) (2) 
为 了 在 z W Clarke 次 微分 (或 ， 义 梯度 )， GP (r, HDs tz, 
“ ), 则 说 子 在 工 是 正则 的 . 

注 PED BEE | a) SK 用 (1) 易 验 知 
Pc, e JKR HER BT AER A A G1. D, FERS 
4.2.3 Ft af(x) WARS BH Bh. 

24 Sh, rE, W f we x TES. 


D, ra) & F(a) < lim him LAF (y,t2) = Dy (ziz)， 
fe yer 


于 是 对 照 (2) 与 4,2.3(0i) 知 8ftz) 重 合 于 52 中 的 次 微分 . 
O 3° 车 之 是 了 的 局 部 极 小 (或 极 大 ) 点 , 则 必 产 (x，*) 尝 0, 从 而 
OC afr). 用 于 表达 极 值 条 件 , 乃 是 引进 广义 梯度 的 基本 考虑 之 
以 下 定理 汇集 了 映射 PAX XR Ba, Ne 的 主要 性 

质 , 这 些 性 质 今 后 将 反复 引用 . 

4.3-2 EB (Saf Ae eM: OPH use: ir, —r)= 
(= Crs) Lipf tr, OSK; ROCE (OCX*. GDA 是 
sw*-f A (3.1.61). GDAOKQCKX* RH’ BGM 3 (5)CQ 人 对 
Fla, OSs dfin =QSK Cx, + J= sga HK 8 201). wd EX 
Ai. af $ sw*-use; FX —R", Wi af 4 usc(3. 1.1). 

证 GCHEBARA: ASC + .2dusc HEM Gi). 

Cis P=aftr), W seS Cr, Vee Xo u Cz) = 
tf Ca zo) E Shu: Re R. 4.2.4 2G, WR ee X* H us i, 
+). FH ue Pule = f (2.2). RE se= fa, + APC, 
M fay + Sia RF PER, Ma ee PO PR EBA CS 
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X: (Qr) aCe) A PCr 2c ste(z). BP MAGE P= QOSs-= 
Sge 

(ivi af HERA rE SE sw-usc. M4 e> 0,26 X,t i, 
un EIST) ,使 得 VY uE af(z): |in uz) | Be. Ale EK, RH 
Bae. 由 (ii 有 uE afa), RA | (uaz) |e FB. 口 

4. 3. GDA AER r,e) = maxa r)a). 此 公式 与 (2) 
一 起 表明 广 与 af 相互 玲 一 确定 . 

A FOY E r ACIMA, WEMRRACCK HF rEec— 
致 地 成 立 


DF Crs = lim AF (y tz) ， €3) 
下- 


则 说 正在 工 严 格 可 微 , 称 五 Pfz) 为 严格 导数 , 记 作 DSC). 

4.3398 设 C3) 对 任何 EXE MP Es PRD ho 
FE x BA Lip. 

证 BAP Bx BARN Lips MA aya, |ts ya <ln, 
| Fx,—Fy, [>n law yal t= Ae Nan ya) tn Yn En) Stee 
W t+ 0.2, 40, [AF Cz, 58.2.) /t, (> Yn 这 表明 (3) 厅 对 < 一 z, 一 
MO. BG DELOJ FR, WA x. ae, 0, iE 
a AR Caa state) DF (x)z,|22e>0, FE F E x BHO AA Lip, 
否则 将 有 

O. ee Sep LF Cr, + tz) — FG, + 29] 
+ |t AF Cz, 4,2) — DF (x)z | 
+ |DFix)z — DF(x)z,| — O(n > 00)! [Lj 
利用 严格 导数 概念 ,可 得 4. 2.4 的 如 下 类 似 ， 

4.3.4 命题 € DDE. Dir) Carts): af(2) = {u} 
Su=Df(2)eu=Df (a) Bf E a ERS SECM if(z) 一 
F D=D. f(r); 8% X=R’ af Ri, BM FEC. 

HO af(z) = tu} A fCxaz) =u (2) (4. 3. 2G). 而 
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lim Afly, te) 一 一 Pir, — r) = ulz), 


yore gd 


WH 4.3.38 uS DIa). 其 余 结 论 是 明显 的 . - LJ 
OS SUT AT SE Pe A, a af Cd =f (ax). 例如 对 
f(x) =2' sing |, f(00=0,4 af(=[—1,1],m ff(0) 一 01 | 
4. 3.5 中 值 定理 (Leboug;1975) 车 [zyjcCe, 则 
FOD — fx) € @f(lz.77).y— x). C4) 
证 ee a tty gO) = fle) pin =g a tel fle) — 
fj]; 则 0) 一 了 7) 二 p01) ,于 是 pp 有 极 值 点 1:E OLD. AT OE 
ang). 让 接 验 知 0) 王 9380) 十 fr 一 fy) TERRE ac 
(Of Geyr wt AQ QTR DA REE m. 由 4. 3.2, 这 归于 证 Yr 
R:g°(t.r}<maxrt), 这 由 明显 的 个 等 武吉 (Qtr) (rty—r)) 
推出 . = 
43.60 FOL S boa 单 请 (参看 4.1.5.4.2.7). 
证 OW af PWC Q c= tars [a x2). Rv, E Lrs 
zea Carly) ;使 f(r) fle) S tuiri r =l), W 
Df — Fle) = play — tary — y) S O, 
其 中 osh |r lil yi yla. Ha ML Ff GS. LI 
Pies ea FR A BBL ee COB 
了 的 极 值 点 , 则 0E af (x). G x LE SID MRNA, DCO RGY 
开 集 , 刚 条 件 “0E af (2) "RE SEM. 可 考虑 求助 于 指示 函数 
p(B 4.2.6 RF HH 4.3.8); CEA“ 
数 "dpo(zr) 人 dz). 与 加 比较 ,如 包含 更 多 的 信息 且 有 较 好 的 
性 质 , 因 而 是 非 光滑 分 析 中 一 个 颇 为 有 用 的 工具 . 
容易 直接 验证 ;dz 一 0 全 二 互 扎 Ad, AD G;Lipdy 
<1, RCadp) CB, (0) CX" px CE DOE adn (xr). 这些 性 质 下 面 将 不 
加 指明 地 上 反复 使 用 . 
43.7 定理 ” 设 DOCA, rÆ ,fID 的 极 小 点 ,多 二/ 十 adp. Ci) 
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Boek Were p WR, 
. (0 € af) + adol). (5) 
GDaa>kK DAS ID 与 8 有 同样 的 极 小 点 . 
证 DP rife epa WI rE ,E08 C7) 之 f(r) 一 
ac. 取 yED, 使 [x 一 y| 之 dp(z) 十 e; 则 | 
fy) <& f(r) + Koy — x] & fer) + adole) + ae <i f(x), 
得 出 矛盾 . 因此 0E ane). eB 5). 
CDER p HE A r AiE rEeEDAN rE) RD 
点 ). 令 B=(e+K)/2,0) K<8<e,.F 8 palna lana 


glr) .adp Cr) SBdptxr) ,这 推出 doi) =0,2r7€ D. Gg 
57 可 与 4.2.6 中 的 条 件 
OEA + plr) (6) 


对 照 . 实际 上 , 当 af (a) E Clarke 次 微分 时 (6) 亦 可 用 作 FID 的 根 
值 条 件 , 为 表述 下 之 结果 ,引入 概念 :车 zx EN,Y yED: 让 (zt,y 一 
nel fly itr), WE feo AFDAAL GMR 
4. 1. 8). | . 

4. 3.8 定理 RIEDA D Br RSID 的 极 小 点 , 则 
(6) 成 立 ; 当 fc MF DAS La AMOR. 

”证 BAR cE SD HRA. FC OAR. MM AGEND- 
x) = QBs 4.2.2). BafGo Ri’ BUM O—2)* Bw. Ke 
由 分 离 定 理 有 ze X af), Dar) 2). 这 推出 ERS, 
' = max (af Cr)sz) <0, W (D—2)',2) 20,5 AM ee 
R, (D—x) (FH 2.2.3). W a>0, zE D, th a(a—2) EA iE e, 
Falar) Sef Grx— 2) <0. 另 一 方面 (注意 万 凸 1 

f° Gyr — 2) > lim As Gea —~Z))2>0, 
HEFJA. 
上 反之 ,车 (6) 成 立 , 则 3 ee af (en) Dr FRY rED， 


Fær — r) iur r) 20. BK SSE rAr Dr Sa 
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at ADSS. | 口 
4 次 微分 规则 


HAAR RA +H, REAR ESTA ST SEMA BE ALS" 其 它 
许多 规则 由 其 导出 ， 
4.4.1 定 理 设 /f=p* gig:R°-+R,g= {gi) XR" gi pf 
别 在 cE X 45 y= g(x) WEA Lip. W 
af(x) C co y) + dg x), C1) 
E peor’ Ae AC FD) de (rd A ae; Cr }CLCX,R"). 以 下 每 
个 条 件 推出 (1) 为 等 式 ; (i)g,; 在 x & GE y TEM, POTR: GD 
m=i p E y PI; GiDg E r PRR. oe y EM. 在 条 件 
DRGDZF S Er EM ERE RGIS FAIA AE co. 
“证 $ Q=ap(y) ° al i QoQ A 紧 ， HEE 
Fir,» Esati 3.2). RE cE X.Y e>o,> 
qe = sup | X ae lejia = (a) © IX BC y)) a, E ag (BC2))}, 
(2) 
9 二 sgtz) ,只 要 证 irsz) get esq rele 0). Ra’ CBr) at 
0. PCr sz) < Afir ste) +e. H r ttrE€ Bla) lger) yl 
es gir tiz)—y|_<e. 4.3.5.8 
Af (2! t2) € (ap gta’). gta’ + tr) ]),Ag¢(2" tz)? 
T Cd B. y) Aga’ tz); 
Agta! ste) © (ag (Bry) ,tz). 
Oy FR C20 Ba AS Ca to tg. Al fla, z)<ge te. BIE Lipp, 
Lipg SK o0, Y 80, e>0 充分 小 ;使 ACB. Cy )) Cael y) + 
BA), H gi CB la), ts) g(r bz) +K SCA. 3. 2), m 


Ge <sup | SS sup {ae Cz) see, a ag (B,.Cr))}.a € AA B.Cy)) | 
<sup{ >) fg.lr, mz) + eNe E PBO) 
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<sup { Sy max (ag; (r) az); E ply) + Ba(07 + mo 
< + md(K|[z| + 1), | | 
这 与 eg. 一 起 得 出 ae gle} 0. FEDRA. 
若 条 件 (满足 , 则 依 上 段 记号 有 
q =max{ > max (3g; lz) Qz E xy) ) 


=max { Sag (re) :a E Ayd} 

=max{&y);w) (w = (Dy g;(,2))) 

=Pfly,@) = D, Ayro) = D} fir,z)s 
XEM g= rsr) =D, f rr FEDAS SH z EM. 
当 条 件 (iii) 满 足 时 可 类 似 处 理 , RPC A TR eS Dp) 
0, 则 l 


q = ag’ (rz) = im “Ag l,a) = Prz), 
rtd od 


这 同样 得 出 《1) 汶 等 式 . LC 

4. 4. 2 E CAubin-Ciarke, 1979) 设 了 一 9。 gpY Reg: 
XY g E TEX PR HOE yee BA Lip. Ml 

afl) C aply) » De(x). (3) 

以 于 每 个 条 件 推 出 53) 为 等 式 :(0P 或 一 2 在 vy 正则; GDV e>o, 
3 >00, Bly) CeB,G); GiR(Dg(r)) =Y. 

证 令 A= Dg(2) Q= A ae y) SAAT Paz. eS 
so(4. 3.2) ,后 者 由 以 下 推演 得 出 : 


{rs ) = Jim ， + [mee + tz})} — og) ] 
Kp (yA) + Tim Flee té + t2)) 一 PE 人 6) + rAr) 


{Pily Az) + [Tim const Lagt + tz) — Az 
rift 


=@PCy,Az) = max (Ap y) Az) = ir), E X. 
A pE y EM gi NATA e), w 
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Ply Az) = Dy My, Az) = Dy f(x.2), 
这 得 出 safz) 二 D1 fle. D=f ae z€X) AK OAERA 
/在 xz 正则. 若 条 件 5ii) 满 足 , 则 


ly Az) = _ lim Ag tAz) 


< „im AR), tAz) = P Er,z), 


这 同样 得 出 satz) 一 产 (zz), 当 民 (4) 一 了 HGD BYE. Lj 
4. 4.1 与 4. 4,2 有 一 AFINE IE AR E E E E R A TAA EA 
的 以 下 推广 ， 
4 4.3 推 论 H gogn A —R 在 点 并 邻近 为 Lp, 则 


Iag (rT) = aglr), a E R; (4} 
af Sei) (Cr) C Dj age); C3) 
r=] i=] 
EE CTY T gnag Lr) + gtr tr) (6) 


Ae fe.) (2) C [glx (2) — grr) gica). CT) 
Mg Um dE x 正则 时 (5) 是 等 式 ; 当 g; 在 + EMA @:(x) 0 
C= 1,2) hf C6) Fb BR DRR ole) 40; 42, Fe, Ex EM 
H girgir) > 时 (7) 是 等 式 . 

以 上 土 结论 可 直接 从 4.4,1 推出 . 例如 , 令 g— (gi), plyt 


Ym) = Dy 对 之 8 一 =peg I FA 4.4.1 得 出 (5). 
4.4.4 推论 设 AELCX,Y) ,xEX， p:Y—R 在 Ax 邻近 为 
Lip HÆ Ax JER, W 3p. Ar) =A‘ KASD). 
此 由 4.4.2 推 出 .注意 连续 凸 (或 目的 gp 满足 4.4.4 之 条 件 . 
本 4.5 推 论 RX BPRHABWRA Y.ceX.P: YR Ex 
邻近 为 Lip. M ap] X) (2) =a ze) RR RBES u € ae] XCar) 
可 唯一 地 扩张 为 kz 中 一 元 . 
这 上 应 用 4.4.2 FelX—e¢e g Bia oe XY i AR 
at. 
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PRR eX =X. XXR, A ap & g: 记 perar Ht x, 
ABRES ADIFA, SS RRR op 5 如 之 关系 ， 

4.4.6 定理 Bot c=Cri2,) BEY Lip. (i 4p(x)CC 
mp) XX 是 投影 一 1,2. GO ot x EM, g WP) 
一 TOP AT dela Caga) * dole). 

HOG MH pit" oreo gle = +.) A 4.4.2 得 
Ag rir ana); AB Agr) Can, 20 2). . 

Ci) A u = Cust) E apir), u; E XJ G=1,2), $ iE 
w EAPO (ABBA Eplay xzE Xl, 有 
ulr) = ulz, D) Er E00) = D, plr, (2,0 A plr), 

RERA Eagar). É 
上 面 建立 的 “次 微分 规则 ”无 疑 有 助 于 次 微分 的 计算 . 然而 ,在 
一 般 情况 下 ,次 微分 计算 远 不 是 容易 的 . 关键 在 于 ,af(z) 的 定义 
C$ 3(2)) 不 是 构造 性 的 ;: 产 (=,，，) 的 定义 人 (830C1))7 虽 然 具 有 构造 
性 ,但 $53(1) 并 不 是 一 个 易 操 作 的 算式 .下面 就 XR 的 博 况 给 
出 3/(x) 的 一 个 移 造 性 表 东 . | 

4.4.7 定理 RS ACR-RYOC°RKRSCRE 
(Lebesgue) FM E.N 记 了 的 不 可 微 点 集 . 则 

afir) = co {lim /" (zt): TT E SUN). Cr © @ (8) 
AEP CAA A BB A T REAP. 

证 ”由 一 个 著名 定理 (参考 [29]),f 几乎 处 处 可 微 ,因此 
mesN 一 0. LOI BZAM We ROQBIFSAAROAR,AQ 
C afte) (4. 3. 3,4.3.200),F BABE lr, + Ss. 3. 2 
Gii). Anke R AE : Æ o> 0,042 € R", W | 

Fixe) e ves im CF Cy) 2) & B. (9) 


可 设 |z| 一 1 取 8>>0, 使 得 Y yE Ba CONS UN): CD) 29 <8 
+e. 由 Fubini 定理 ， 对 几乎 所 有 yE Bz) Ly ytz] NSUN) 
是 1 维 零 测 集 ;对 这 样 的 与 任何 1 二 O08 

“Jill: 


Af (yi) = + Cf Cy + sz) ,2)ds < 月 十 已 
BERE, PEA A Cy tz e+e Fi 可 用 于 任何 vyEB ta) St 


< (0,8), MEERA CG) ARAL. [] 
afta) = co À FED. C19) 


当 (CB) 不 太 复 杂 时 应 用 (10) 是 方便 的 . 

4.4.89) 1° 设 f(z,y) 二 max{min{z, 一 y},y—z} Cry E 

R*, Ry 

Xs 2r H ys a; 

joa | — r&i tyr 

了 t, T E 2y 或 2r = y. 
直接 看 出 OG RREC 0), (00, 一 1) (一 1,1); 以 此 三 点 为 顶 
点 的 实心 三 角形 即 3f(0,0). KKA A 4.7(0,0) 二 [一 1,0],3,f(0， 
0) 二 [0,1j; 可 见 af(0,0¢afco.0) X37C(0,0) ,从 而 广 在 (0,0) 
不 是 正则 的 (4. 4.6). 

2° Cr) = asing ',f/(0)=0, 则 T athi a, B tx) 一 
2x3inr 1 一 cos (240), (0 = 0. 这 结合 (10) 得 出 .3f CO) = 
[一 1,1]. 这 表明 了 在 zx 一 0 可 微 但 非 严 格 可 微 (4. 3. 4). 

今 将 4.4.7 用 于 求 asa). 首先 引入 概念 : 若 DCR’ 0Ac Ee 
R*,2 可 表 为 二 一 z 工 是 史 中 唯 一 最 接近 r HA. WR e Ez 
EBT D,E z LD. 

4.4.9 3E 设 DCR, ER”, d'ol) 40,5 ail, 
BA yE Did pla) =(z—y)/l|az—y|,la—yld' n(x) 1,D. 

证 取 ye D, tt pfttz) 一 | 一 ?|. W 

(orz — y) 一 lim Lidot) — dole + ty — zx))] 


=|x— yl. : (11) 
必定 oy CBR d'oa FEADH d'oi) |<] 一 起 推出 
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lf’ pad =—ld' nla) ay rsy HReBREREH. [i 
4. 4.10 ER 设 x€ DCR’, adol) =c (ZU (0), RP 
= (lim Ta TDma > zsz 0). 
证 4.4.7 4.4.9 A adn (x) Ceo(ZU{0}). BR 
0E Mo(z) ,只 要 证 ZCazo(z). B ealima/ zl e L aD ,zirrz， 
= 3a x doy = lym als Mle) =o ly) dp ir) = 


thes y Tp TE Lc yd 3.5). A lee | 1, ae 
u= za |z| >r E adn (24. 3. 20D). 


$5 RK RK 


对 于 由 “有 限 构 成 过 程 ” 作 出 的 函数 ,如 有 限 和 .有 限 积 及 复合 
函数 ,上 节 给 出 了 适当 的 “次 微分 规则 ”对 于 出 一 “无 限 构成 过 程 ” 
作出 的 函 教 ,如 无 了 良和、 极限 函数 .上 确 鼻 函数 等 , 亦 需 类 似 的 规 
- 则 , ARE Br Ta OK oe ie I ARE MARAE 
论 中 有 重要 应 用 . 

设 工 是 一 紧 度 量 空间 ,DCX 是 一 开 集 ,给 定 函 数 族 {EE 
COD) AET BARK BRO Pe) = maxf, (2). 有 时 表 (7 为 
f(z) 是 方便 的 . BE f(* OA use i Lip/ie<oo. FH FD 
>R 有 定义 且 Lip fe. 约定 了 二 T(z 一 (二 了 (rr)}， 

arf, (2) = colwu:w E {u HB RRR, 


thn © Of, (ty) sta boy > E), | (1) 
其 中 co 记 弱 " 闭 包 ,本 节 中 概 如 此 . 
4.5.1 定理 (Clarke.,1973) ES rE, A 
afc} Coca XY art ,C2). C2) 


EY ET.: f, 在 T 正则 arf (r= afr) 其 二 在 T EWA 
af (a) 一 co U af <x) 
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= {fwd pce) ep EPL) € afer). (3) 
其 中 P SWT bm T, SRA RES Radon WES eh 
| uos We Ot BE LK PETE. 

证 WDE C2). 令 Q= Yada) BRE Pe "Dp. 
Bs cOX. B 二 4 0,fFe,27,'Af Cr, .7,2 9 fle). Et 
E T (£e Taz), M a, SF, AS, (atest. 2) Su, C2) stn E OF, Coad sn E 
Lansa ttz] A. 3.5). 可 设 2 T (ee, A A R ee A oy > 
we 出 (1) 有 Eafe A amu, CHEW PCr ,z) lute). 由 

Tx) limf, Cz) 
limi Fr, +742) — kje, + rz — x} ] 


=f (z) 
得 (7) 一 f(x), 即 1ET,. 于 是 w€EQ ie) Ssolez). 
KERMA EEO AY :ET 有 


tT) = lim L Afte < lim LAflæ,tz). 


于 是 四 
FErz) Sirge) = supmax af, (x) +=) 
=supf(r.2) < HAf re), 
这 推出 f tex EWM. 由 Aubin 的 一 结果 可 推 知 (3) 中 第 二 个 等 
号 成 立 (参考 [36;p. 89). EOMER T u= | udat) u E 
AfD rE PT O A 
u(z) =f abe ddult) < | Pelreddat) 


-| lim La perez ddule) 


T ric 


«114» 


-lm 二 | Af (x sre) dnl) 


Slim L| Af Cx red pce) = 产 (rz) 


《其 中 用 了 控制 收 禾 定理 ), 这 得 出 xzE arkz), 因此 (337 成 立 ， Ll 
在 4.5.1 的 应用 中 ,起 请 (z) 一 ar) 成 立 是 重要 的 . 以 下 推 
论 皆 属于 这 种 情况 . 
4- 5.2 推 论 BG... ES. oc GN Fr) DO) 
成 立 . 
证 EREHE Fz) 了 凸 .只 需 说 明 对 上 ET 有 afc 
OF KL). Be tin E Afi, (a) sty Hts tote 是 tu) 的 弱 * 极 限 点 .为 记 


BRE, RE wu. 于 是 
uz) =lime,(2) S MAS, Cr, ,2) 


<lim[4S,,(¢.2) + 2k|x, — «| |= Afr), 


REH uE. | CJ 
4.5.3 i FPP POURED IDE, S 
正 浊 , 且 


aftx) =o DA (TY € T,} 
= 人 | DADE PTI Em. 0 
事实 上 ,在 所 述 条 侍 下 显然 有 Of (2) =af =D az}. 
4, 5. 4 推论 AEC UODUSI<n), f=maxfi, M) 
afta) Ceo Y. fila), Ilr) = fi; Fila) = Jr}. (5) 
车 iE lr f, Ea EM, Al f x 正则 且 (5) 为 等 式 . 
这 是 4. 5. 1 的 直接 推论 . 
下 面 考 虑 4.5.1 的 一 个 变种 . 
4.5.5 Æ H (Clarke, 1976) HT Æ- E. QCR" FALSE 
CD, Lipf, Reco, f ir) = sup/; (2) AR N CO 2 
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(Lebesgue ) FW = . M] 
af(xr) Cc co {lim f", (t4) rs yt, È N, fa Cz) — fir) }. 
C6) 
证 UQE. aM QJR RO WREE S, 
* }Ssq. RE r ER NOO ,不 芒 设 |x| 二 1; 令 asgl). Y >S 
证 ire diate WN id SD A OR. BOE (0,1). EM y 
E Ba(oo\NUN) A Cole fla) oR, Cy) eate RE t 
ET {E faya). 对 几 平 所 有 yE Bsr) Lop tbc INN 
UN) 1 维 零 测 集 ;对 这 样 的 y 及 任何 AE ODA 
AF Cy Az) 一 | ore 十 rz} zdr ss Ae + €). 
由 连续 性 得 ¥ yE Blr) Af (Cy Az) SAle+e). 若 预 先 取 七 使 
Sely tàn) f Otd A 4A a e y l RADA e 
fioeifa)—é6. Fz 
Afty Az) SAA Cy ae) +A Ae t+ 44, 
这 推出 f° Cx, x) ate. O 


$6 WH à # 


EIER RH H REEE, E EEA E E, 
其 意义 可 与 “光滑 分 析 ” 中 的 切 平 面 ( 或 切线 ) 概 念 相 对 比 . 

Ware DCX. AE 2: 和 Bory * 84 ke olf r, 
ED” 意 味 着 对 充分 大 的 上 有 ziED. 令 © 


D 
Hpi) ={2:¥ Ti aN OY ez, 


; Bk oo Maz, + ie, E D}; (1) 
Folz) =įz,; Y te OY Ei 
Wk oo Hf et ue, € D}; C2) 


D 
Tola) ={2:Y a tN tit 0.4 Zp zI 
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ya +z E D); (3) 
Kpl) = {2. J z4 $0, e — gir +42, E D}.(4) 
不 难 直接 验证 Hold Fon ENE, Tpl Koe E. & 
献 中 通常 称 Holo A D E r WADE BR Toir) 4 Clarke HË. 
KXFHOU~CORA CARMA A E A aR w S o a L. — 
般 地 ,车 以 Ann Æ D E r WME”. Aoi D2 是 
一 “ 锥 值 ? 映 射 , 亦 记 作 ACD. +) RB RREMBL AD, z) = 
A(D—2,0); ACD) BOD , cI =ACD TI 80); r EDS AWD, 
式 ) 二 区 .以 上 性 质 显 然 为 《1}~(4) 所 具有 . 约定 AG Ce) = 
CApCzD)'; 称 No(zT) 全 一 T3 DH DE c MRE. 若 Tee) = 
Kpl) MNA D X 2 ER. 

不 难 验 证 以 下 包含 关系 : 

Holir) C For) Q Tele) C Fpl) U Toir) C Kpl). (5) 
“5) 中 的 包含 都 不 能 换 咸 等 式 RA. 

4.6.19 i$ f(z) —sxsinz™, f(0)=0,D=epif CR’, RA 
依 (1 一 (4 直接 者 出 Hp) = 8 Fal) ={z ER’: |x | 之 zx)， 
Tp CO) = {0} XR, KO = {rE R"; |r Eart. 

关于 切 难 的 一 些 简 单 性 和 质 汇 集 于 下 . 

4.6.2 Cr, CC DX ECX XY. G)F p(x) Ccone(D* 
—2;4 D 凸 时 等 式 成 立 . GDA D= MD, Ñ FD, x)= 
AED os) FD O NKD O CKD A Dand HDn NANT 
(Dia DCT N Dr). GDH A=H,F,T,N 有 Apxs Cr y)= 
Anlr) X Asty). Gv) E DHE r RE E y EM, M Kove (ry) = 
Kpl) X Kety). i 

证 ”只 证 0 ,其 余 是 明显 的 . Be Folr)Ccon i — r) § 
D fz=My—z) A>0, yE D, WH ty Owe AT 

z + tw = (1 — Ata + Atiy + Aw —2)) ED, 
可 网 zE Par) ,这 得 出 Folre) =cone (D — x). Cd. 
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给 定 fs XR.“ KIER" D= {r fof x AO SET 
能 对 了 在 < 分 近 的 局 部 性 质 提供 重要 信息 ,因此 特别 值得 考察 
“4.6.3 定 理 设 / 在 x BH Lip, 0E af(z), Kom fz, fas 
z)<0},]0) 


Ky = (2: f° r,r) <0); (6) 

Ky C Hoe) C Fpl), Ry CT sz) C Kopla); (7) 
R_ afcr) DH3G) D FE Ce), R} Afl) 

DN») D— K3G). (8) 


ESETEM, WOAS, DE =z EN, 
证 DE KEO (a, + OS 0E af aD. Roe Ko. FH 
PJ Cr zd. WY rE (0,1) -2,4te, Htr EKn ect) 0). z 


EK. 这 得 出 (6). 若 ri — > ote 4 Votre Kor M 
f(r, + taee) — FT) BF ri ts) + LF Cn + tazi) 
| — fla, + a2) | 
St f(a.) + oft), 
这 推出 一 oo 时 a, tae, CD, Atk xz € HoG). 这 得 出 KC 
H(z) ;结合 (5) 得 出 (7). . 

因 afr) 3° Ei 0E3f(7x) ,用 一 标准 的 Moore-Smith 极限 
论证 可 指明 R.arcCz) 弱 * 闭 :车 2 EX ANR3FCG), 则 由 分 离 定理 有 
zEXulz<(Raf@),2) Ew ulz) L0, Cr 20, JA TO x 
EK, =K}. 因 此 Ki CR az 显然 K DR_afG@), RK? 
=R_afG). RAS (TB). | 

FRE 在 x EM. CK) MA i y 0, rem A+ 
nee DD fla)<f{@. FE 

f° (Ez) limit Of (CT, te) 


lima! Lf Cr + 442) 一 firn] = 0, 


Re zE Ky. 078 FoCx)CK n(x) CKo. Y zE Fol), & z EKo, Mh 
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f° Cr.z)0=0, FBI Car) rule) =0. H u0, zee sales) 
>0,4 2} 0,4--ooff rtin E D, FH : 


0 < ulm) K S'E za) = lim LASG, tz) <0 


$B PR. 因此 zE Ko, RAE Foz) CKo. H IE TI C7) (从 而 (8)) 
为 等 式 . o 

4- 5.4 推论 ES Hs GEA C ORD RD) BHP GO, 
Ko= {z: Cf (7T) .2) <0}, WK, = (z; (f 2) 0} =T ax) = 
Koz) K= Ape) =F pe). Kb (= FS = RS Cr). 

注 若 仅 假定 了 在 z 可 微 且 (Zz) 去 0, 则 可 直接 证 明 F(z) 
CK,, Kor) CK. 

E S wplzyr)= 二 了 Cx) rr, MN epf = {rr): 9 € ror) <0}, 
ETI) ges D= rz) —s Ar) ax emel E 
x EW>¢ Ër, fC) EM. FAR 4. 6. 34H: 

4. 6. 5 推论 Of Ex BMW Lip, HW 

Tepe f(r)) = epif (zx, +); (9) 

Nariz sf (ry) = Ry Caf(a) x (-—1}); (16) 

Sa = fu E X" (us — 1) © Nola, f(a))}. AD 
-着 了 在 正则 , 则 epi FEC Ke) ER, 

证 Oh 4.6.3 epf lr, OCOT. rJ Er). Bless E 
To tr Sa), WY rert 3 Cas deer) : Cers f Erd 
tzisre) Eepif ,ey Cri ttia iS Cn) tr F Æ 

limey LAS (taste) 


< lima Lf ie, + a2) — fla, $42.) + urnar, 

这 推出 Pla. z <r, 因此 (8) 式 成 立 ,余下 的 结论 是 明显 的 . LJ 
注 aD D#M PCr) hH Trlr PCr) ME BE. | 
4.6.68 f(z) =le/G@eEX), A afco) =B, (0) CX" 

(4.2.2), /°(0,2) =max(af(0) 2) =|r) = fc), 于 是 由 (59410) 
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Tes (050) = epif?(O, +) = epif, 
N ar00) = (Ce, —r) EX XR: |u| Sr} 
再 回 到 一 般 的 点 集 DCX. FRB ToS ade AR BY 
联系 . 
4.6.7 傅 是 设 xEDCX, 则 
Tolz) = {z:d"plr,z) = 0) C {edpltr + tz) = OD {2 $ 0)}; 


(12) 
Nol) D R, tipler) D æpir); (13) 
alipi) C Nox) NM B00). (14) 


DB, Wap- anp phunt EAA. 
证 首先 设 ce Tela). Y hy Ora RK ECD, la—x% | 


D 
=dny(7,)+0Cty)s 则 Ate 一 于 是 了 nr i Ve 二 zz D, 
lmt; ‘Ady (a, .t,2) Slimer flay + te — ys — tz | 
i n . 


一 dpl) 所 
i HE Barz) = 0, 更 有 do (e+ ee) = 068) o 反之 , 若 


d°plr:z)=0, MY z: rz, 40; 有 dpa the) =O). 取 nE 
D, E |r ttiz 5. |= Olt), Ma Ae? Cys — ete thes = 
DW ETlar). FHRUDBE. 
Hy C12) HE H adake) Tol} 0,18 E R adol C Note). 
车 uE B(x) =(2—D)"* I z B—ulD 的 极 小 点 ,于 是 OC 一 ze 十 
|u | adn (x) (4. 3.7), MATH u ER} adn (x). 这 证 得 (13). 由 《13) 与 
Lipdo&1 得 出 (14). 
FERDA, AM ds 0. A da Ær 正则 ， - 故 (12) 为 等 式 . 任 
给 uC Nor): yE D. Ë t Porty 0, Ml y— ryz; h DA 
有 ntt —aJECD.FE y—2z€ Tale). Aiye 0. 这 
HE (Np (2), De) <0, NyG@)Clz—D)" = Bp (2), C13) 
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是 等 式 . 若 szE Noe) 18,00), Wie D> Sula), FB 
ulz) = inf Luly) + uiz — N] ulr) +d) z E X), 


这 得 出 wxE Mp(z). RCL BER. / 口 
最 后 指出 ,在 Ho(tz) 与 了 plz) 之 间 ,存在 如 下 述 定理 表达 的 
准确 关系 . 


4. 6.8 定理 (Rockafellar,1980) # Holo, W Hol) = 
intT y(xr);24 DCR" 闭 时 不 必 很 定 AAD. 

证 O65), AE intT 2) CHp(2). Y yCintT (2), BR = 
E Hola) Ho oA GATED 4th ons 
| y = (y — tz) + tz © Tez) + Hopla). 
可 见 intl pc) CTo(x) + Hola), FRR BE Tole) + Holo 
Hoir). & ye Toe) .2z€ Haz). ¥ r: 一 -rp Dros”y 十 <， 由 
VETLOA yy: cathy E Dy A athy -人 与 
z€ Hpi), kco Can tny) bien y) =r FH tying E 
DAR yteE Hoe). 

# DCR’ A, 2 €intT (2). Np Ce) \(0} 2) SOC2. 2. 2), 
这 结合 (13) 得 max SP) adp€x) 2) <0; FS y PH xz H d'o 
OFERT el’ p(y) a) 004, 4.7,4. 4. 9), EFE A 
类 似 于 4 4, ?7 之 证 的 论证 得 出 ,对 几乎 所 有 邻近 z yED Hti 
O,wee 时 有 | 

daly + tw) = [ato + sw) ,wids <0, 


AD y+iw€ D. h DLR ce Apa). : G 


$ 7 JE Lipschitz 是 数 的 次 微分 


HEHH EHT Lip BRERA AER ARB. B fE 
SotDCX) 这 样 简单 的 函数 在 3D 邻近 也 不 是 局 部 Lip. 有 许 密 人 
*。121 。 


致力 于 建立 “ 非 Lipschitz 广义 微分 学 ”, 主 要 由 于 Rockafellar, 
Hiriart-Urruty 与 Aubin 等 人 在 1980 年 前 后 的 工作 ,这 一 方向 取 
48 T — AE ERE. 关键 性 的 步骤 是 Rockafeilar 给 出 了 非 Lip 函数 广 
义 方向 导数 的 适当 定义 . 由 于 条 件 十 分 宽泛 ,要 达到 多 少 类 似 于 
Clarke 次 微分 理论 的 结果 ,不 可 避免 要 用 到 某 些 复 杂 的 构造 ， 

以 下 设 XR, rE D. 采用 Rockafellar 的 记号 : 

《3 ry A > Ca, f(z) LO <A. (1) 
47-10 (8 cOX. HK 


 £Cr,2) &sup. Tim inf [f(y + tw) — 4] (2) 


>0 iy Aty prt Ofte — clue 
为 了 在 xz 党 z A Me Se | 
af (7) A {u E Xu La, 9} G3) 

为 f Er KD. E epi7 EG. fOr DEM. / E x BEM 
的 . 

54.3.1 比较 ,3f(x) 的 定义 式 并 无 改变 ,但 产 Cz,z) 的 定义 
显著 地 复杂 了 ,需要 某 些 说 明 . 

fr, +): X>RU {+0} BREER YA : BAA 
可 指明 它 亦 次 可 加 ,从 而 是 凸 的 . BR ISAD a, +> 
oo af Cr) * ds (A Ra R). 

2°35 f FE x H lse, MC) FTW EAE 


f'tr,2)=sup im inf + Af (y tw). (4) 


zd GARAGES FD) Jre— z |E 

3 f E r SEH Lip MADS $3C)— a. M GORN E 
- BAO BRE Clarke 次 微分 . 若 PCr, e= Dix >) Wh 
4.6.5 Sepif Ær: fD EM. EŻ, A epif HG. f/f EM, 
GW fr. =D, flr, +). BREIL r y 0.5207 AF Ces tz) 
— s, DB Or, rr 十 PtzssEepip FE Csr) Ky Jey) = 
Tamarix Fr)) ;于 是 Y tri $ 0I Crer d) — Cess), BBC, 
O FED balers) Eepif ,Rh FCn tnr SS C) Htr 因此 
+122 


lime, (AS Cz te) Slim | fC, + te) 
f E 


一 fla, + hrn | tare] as. 
这 推出 PCr cies DP, far). AS 47 Le EH 
Kk 4.3.1 4 rE. | 
4.7.27 # rE DCX. USAR RAR 55 有 


Öpir, z) = sup lim inf 工 [Surgy 十 tur) 一 A}. 《5) 
ert) OTe Im—z|<e É 


4g $ OCD ARR H ee Tole Opa. 2) =0,G M foir, 
z)=oo, Bl Op tz. + 138 Tolar) B48 aR PR. EAS Cz) = CO 
Tpl)" = Nor). 当 门 西 时 这 与 46.7 的 结论 一 致 (注意 
A. 6.7 中 的 Doirt 4. 2. 11). B epiĝb= DXR, it ĉo E z EM] 
Ee DXR,£(r.0) EM OST oz) XR =K) XR, (H 4. 6. DES 


D E z JER. 
4.7368 É rE DoW THAR : 
Peis lg f(r)) = epif*(x, *); (6) 
afta) = fu E X'e, — 1) © Nayle. s Ez); (7) 
f° Cruz) = suptaf(r),2> (AFC) + A. Ch 


证 Ce € Tela, fOr) » OY Cassa) 4 FT $ O,e>0, 
q EN sri) —> Ñz sr); CrisAy) +t Czy ret E epis., BA Flay tied SA t 
tas TÆ 


fim inf 2 fix, + ee) — A] 


& [wees te t 
< Iim [f + an) — dlr, 
. - 电 
mE P(r. 2dr. RSG Cer ECT yi (a5 J) WI Ca AD 


fyrst y O18 900 Ceo EC Bz) X[r—esrtel: aA thw, 
sJeepif, BD fla thw) >a tis, FH 


lim inf —-[f (x + tw) — Aer +e, 


È lrer: g | le ry 
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这 推出 l.n erter. 这 就 证 得 (6) 式 . 

Vue X* MAGES 6), E uE Suafa, dS 
Y ar) ET gr Ma) we) rt ET fe) = 
Neila SCz)) 3X). | 

由 (3) 真 接 得 产 (z,z) 守 sup (9f (Cx),z). 相反 不 等 式 之 证 明 类 
做 于 4. 3. 2Gii). -O 

注 (6)C7)(8) 可 分 别 与 36 中 (9)(11) 及 4. 3.2 Ham 
f(r.) = max (aftr), co. CO (7) 给 出 了 Par, 2 4 
af (x) KUL A.B fFECTR), 则 (F(z), 一 1) 是 曲线 y= C2) 
Nie. <7) 可 看 作 是 上 述 事 实 的 推广 . 

为 得 出 较 深 入 的 结论 ,一般 广义 实 泛 函 显然 过 宽 , 而 Lip 2 
M Se tt A. Rockafellar 3] Af —} PABA, EAB Lip 函数 
的 某 些 特点 . 

4.7-40EM HBr EX, 


f+ (az) = im —[fty+tw)—a]; (9) 
. Cyd) DPE TTE iE f 
Dlx) = {ef (2,2) < oo}. (10) 
#7 zE Deir) NB S E zz WHA Lip; 著 DoD, WS 
在 > 为 方向 Lip. 


直接 看 出 aod hE SE x BiH Lip, M Pc, 
z)=f (a,c). ETO TS ASE Pre) = ft (2,2) 
有 其 重要 性 . 
4.7.5 EWE tha:XXR-X 为 投影 , 则 
f* (a2) = inf {ri (r) E Are. fx)); AD 
D e) = RH yi (a. fF (r)). (12) 
车 Da) AA MM - . 
Dila) = int{z:/° (2,2) < co}; (13) 
E Dir) AJ as) = t rH PCr, ER. 
WE Bf rsr) <r Cr A frst er (es 
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r), 24 kocok} atl f(a, bie — Alri, Ca AD therm E 
epi/. DCCA alae, flr). BiB SHIM r, 
z). 类 做 地 可 证 相反 的 不 等 式 , 因 此 (1i) 成 立 . 由 (11) 直 接 得 出 
(12), . 
FRE DnA, TÆ Hayle fA. AM 
Hepple of (x)) = int epif (x, +) (14) 
(4. 6.8,4.7.3). # z€ Dez), WA r ER: Cr) Eint epif’ a, 
-j FES wer 团 Power The 属于 (3) 之 且 端 . 反之 ， 
BA e>0: lr, B.2)) A, M T rE R: S BAr] 
(参考 ALL FER COOHEMW C, 90H lsc), 于 是 (x,r) Cint 
epi Cz, ° > AM zE Dx). WODE. 其 次 ,YY EDA 
(xyz) sink {rs f Cr.2) Kr} = inf{r; (sr) € epi f(z, ')) 
=inf{r: (zr) © Hotz tr) = Ft Cay). 
FP ta, +E Dr(z) 内 的 连续 性 由 4. 1.1 推出 . Cy 

F ET “A Lip 函数 "的 者 十 例子. 

4.7.5 命题 UTET RAE DADO OSE x PM 
为 LipsGD/ABBPE— Are Dj 连续 ; GX HAH XS 
APPS XL AGS ETSA AM; Gv) 一 6p;TE DCX, Hy) 
AV}; OOX =R", f E x Bik Isc. afc JER ARS BRA. 

证 GREHE. GDJ ye X,8>0.rER: f(8s(y)) Sr 一 
1=>(y.r)E€int epi f RAS epi GMBH iyara E H es 
(zr Je). BOUDE., R 26X Wy best) Ower 
时 fCyt+te) ALS y tre) — A0 HEM f(z, - 2) 0, 
一 *E Dz). 对 于 iv) 有 Hoer, (40H) X 0,0OF UA 
而 D(z) 隆信 (参考 4. 6.2,4.7.2). FOIA OORE ERAR 
推出 DD 会 {z; 放 (rz) 过 oo0} 不 含 于 任何 真子 空间 ,因此 DAD. 不 
t 设 epif A, FEE (ze. Eint epifiz, *) 二 Har(ry fle)? 
(4. 6. B). L] 

4. 7.7 定义 ” 任 给 rE Dr & | 
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IPF) & fu EX" 14,0) E Neola fa (15) 
为 在 xz KADERA. 
. 直接 看 出 下 fix) 是 器 ' 闭 凸 纵 ,0E er fia). A 
flax) = lu € X'S rz) < osul) SO}. (16) 
a f fx PEA Lip, MAB T/s 10}. 4 XSSR 时 其 
道 亦 真 , 如 以 下 结果 所 指明 

4.7352 RXR ,在 了 邻近 为 jsc, 则 以 下 条 件 等 价 : 
Warf sks AR; Gil E z EA Lip; Gide fe) = {0}, 

关于 Clarke 次 微分 计算 的 某 些 结果 可 推广 至 非 Lip 的 情况 . 
下 面 以 “和 公式 ”为 例 进 行 说 明 . 

4.7.9 定理 (Rockafellar) W fg:;:X*R,rED,,D,(r) NN 
(z: Caz) <oo} 4H, Wy | 

KE + g(x) C aftr) + dele), (17) 
BUDZ ARS A. g Er EM, MODES AY afte) 
与 ag (x ABS +e E x EM. 

证 SA f +e. 首先 证 - 

A°Cx,z) KS fr) + pL) (18) 
约定 中 一 ce 二 ce) KR ee Dr), fle 2) oo g lr d r. i 
A= AHA, Hyd) Y prot f Owe BE Le (yt aw) Er 于 
是 


lim inf I [acy + tw) 一 4] 


Cp lr I 
< m,n 了 [Foy + tw) 一 为] 十 > 
re)} +r, 
令 ey0,rye tr,z) 得 出 C18). BRE Paolo (TZ) 之 
oo, M = 后 zl Perr) oo, G ntr tec Ol), M h 
gir, OAS ADA 2 CD02). Fire) Com, 于 是 Kiro 
Fizz tg Crn. A 040 8). 
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车 FOR g a0) H — co, MM) Ar, 0) = — co, FBC) 
Pa A A ss SP OD = gr. 0) = 0, A} 
Aa) ={u € X'in h(x, +)} 
Ciu € X’ u PCr, +) + gr 
HK (Cr, +) + oe, O = af(r) + HO), 
最 后 一 步 用 到 4.2.5. 以 上 证 明 也 表明 af (2) + eel AS” A. 
Ait fog Er EM, RHR Pr. 0 =29%(2,0)=0. 利用 
Keilor f Cr) =epi f(a, ) 不 难得 出 


P (2.2) = lim LAS (x tw) 5 
Te nal y Ü 


etx 2) tik. 于是 

A°Cr,z) > Cre) 十 有 (ze 
SAT (18) FESR SR. ee BE AAS a 7) oh eR. 利用 (18? 易 验 
A Kaale Ax) )Cepih’(r, <) HEM AE r 正则. C 


$8 广义 Jacobian 与 隐 函 数 定理 


近年 来 有 一 些 研 究 致力 于 建立 “向 最 什 非 光 谓 分 析 ”[120， 
125,131]. 在 有 限 维 空间 中 ,由 于 可 利用 某 种 类 似 于 $4C8) 的 构 
造 , 引 进 “ 向 量 次 微分 "是 一 件 比 较 容 易 的 事情 . 

给 定 开 集 NCR 与 一 (六 ;0->R", 设 天 一 (1Lip 太 114 
<oo, AN; 2 SMA ORAS E, M meN; =0 8 4.4. 7), T 
是 可 定义 | 
aftr) = co {limf (ry) :mr rT € Nz}. mee 
如 同 3 4(8),°F Cr) RAVER FRIAR. 称 (1) 定 义 的 af (zx) 
为 了 在 (EBD 的 广义 Jacobian. % FA LCR".R 5 R°*"Gn Xn E 
阵 之 全 体 ) ,并 在 ROP A Euclid 范 数 |，|. 由 51) 直接 看 出 ， 
3f(z)CCR"** 是 非 空 凸 紧 集 ;比较 (1) 与 $408) 得 出 

afta) C ahl) Xo X Arr EN. (2) 
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以 五 。xa 记 R" A A aoe BR. 类 似 于 4. 3.2 有 
4.8.1 af:0-2R" AER: ORCS) CKBx Dal 
EAA TOR 3. 1.133 GDA 为 usc. 
证 任 给 EDN\Ny, 有 
IF Cad? = DUA) |? SDP Lip A]? = K?, 
HRG. 直接 从 定义 式 (<1} 看 出 Gi. GD tE TF 4. 3.2 
{iv) 之 证 ， LI 
i FAS RH SCR’, FS 
ds f{x) = co {lim (24) :zm > 25a E S U Ny}. (3) 
4 mol 时 是 否 9f (xz) 一 和 f(z) 大 成 问题 . 可 以 确证 的 是 ,Y E 
Raf Coz 与 9 无 闫 (大考 136;p. 71J). 下面 将 (有 点 隐 项 地 ) 利 
用 这 一 点 . 
4.8.2 中 人 慎 定理 Llr. y aon, a 
f(a) — F E coaft(Lz,y]) (ae — y). (4) 
证 Elroy] ONN; 21 维 零 测 集 , 则 


f(x) — fy) =| (y + ta — y))(z — yd 
9 


Ecoaf(la sy Dix — y). 
固定 260, JLE yenik OWA LER. Rid 上 连 
i 5 Juse 得 出 所 要 证 . LL] 
4.8.3 定理 ( 链 规则 ) B pge fig: R” >R, En, g E u= 
FODRE Y Lip, W 


MAX) T colg Cu) ° 3f C). . (5) 
Ax) = Dele) ° dfx). (5) 


证 QSA G) e a MBRR, CBA Pla. + SSSR 
4.4.1 之 证 ). REER KR rnr, + 0. tË n Aplr ne) — 
Plz). 43545482 A EL, flatandl&e 
Ag uad 使 得 …- 
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wed eRe es iLi 


te ‘Ag x, 2) = tiL AF Ca, sz)? 


E colf Af Ltr zi + rzy. (7): 
由 “73 推出 有 vE Lz cet iz },A,€ afCys) ,使 得 
by | AGC Er tT) = (f Az}, (8) 


显然 yr mu BYE i—i AOA, FB FE ag (ua), AE 
aftr) ATM C8) 4 PCr 2) 6F, Ards (2). 这 就 证 得 (5). 
FAR C= Dig GORE, © Q=EF > afir), SUE Pla, e S Sa 
‘这 推出 (6)). 任 给 zE R". 容易 看 出 
Prz) = lim{¢(y)z:y — zy € N; UNG}; 
so(z) = lim {Ef Cyd) sy ry E N; UNG}, 
AME Py E of Cy) 0(y az. yE N UN). V Ee>0, 取 6 
> 0, fH ag OBa CBE). BS yE BONON GUN). Y zER", 
当 #2>0 充分 小 时 有 
ft Aplystz) 一 gi Cy + tz} — Cf) 
一 《Et NAF Cy,tz)> 
E cot, ,af(Lysy + tz De), (9) 
HP EEI UDEL), fy tee) ]. (FE ¢ Oz EQ,2,Q, 


Say: LO AQ, Ait: EEEH AOE, FB 


于 EDO OE BE e f(y) ,人 恰 如 所 要 证 ， O 
4. 8, 4 推论 £ g:R" >R? E u= fE A Lip, M 
Age P) C coläg lu) + Afa). (10) 
若 进 而 很 定 gEC', 则 
ge FT) = g' Cu) e aftr). . (11; 


证 OV fE€R°=(R")' ,反复 用 4.8.3 得 
Eo Kg f(r) = abo ge Per) 
C cotaté > gie) e afir) = È e cold (a) ° Af (ax)), 
由 此 得 出 (10). SS fel oh n WE C11). 口 
4-8.5 RAAE 设 f:QCR’*—R’ $ Lip. 2, € R, afir) 
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CGLCR"D, 则 了 在 zo 处 为 局 部 Lip AR AE r WRR U S 
Fao) BV BE SUV 为 双 射 且 广 ::7-> 吕 为 Lip. 
证 首先 证 3 esoo, PAV eC SSS" ! 
J w € Sw 3f (Banz) Se. {12) 
因 af(2 SCR \(0} BM 2e2d (0, af (a.)S)>0. RK g> 充分 
小 ,使 QSJ Cr +H yB A 2 dO, QS) Se. 由 Ause, J > 0, 
af (Bile COQ. V zE S, B QCR SARA uE Qz Jul do, 
Qr) e, FE (Q2—4 wo AEE 5.11.1), AR wu u) CSB 
E Gw Qe > |e lee, eB 12). 
> W = Ba lro) ,伪证 
[fz — fi | E elr — yl y E W). (13) 
取 定 zyEW,IAY: 令 A=(z—yi.z—(y-2/A YW Pidttaz H 
正 交 于 z HR LE Pa r EP, ir +R WAN, 是] 
维 零 测 上 集 . 取 如 上 的 x' 使 其 充分 接近 于 r, W x 十 [90;AjJzCW,， 


[Af C2’ ,Az) | =f Pc + tz )zde | 
A 
>w, | J’ Ga!’ 十 让 ?dt 
0 


À 
=f iw d Ca!’ + tz 2 ddt = Ag, 


FE we {k (12). 5 r —r 得 出 (13). 
S V= BC (a) 60/2, USWS OV. BS) SUSY 为 单 
HV yEVA rEW:ly— I =d W). AUDA 
le — Xol Se jfr — Flay? | 

se CL F(a) — vl + lax EC] 

<2e7'|y — fla) |<, 
A rew. FE 0G aly— flr) [?=—20y— fe) © af Crd. 8. 
3). GD 78H afC2)CGL(R") Ke y= fo) A XEU, 可 见 SU 
->Y 为 双 射 ,由 (13) 有 Lip Le Bik SUV 为 Lip 同 
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HE. 
HER A PH GSR RMR Re 
BN sot El eho RE 
4.8. 6 Èi BAED 设 f;R"XR"->R" FA Cros 4) 
邻近 为 Lip. F Cros yo) =O; MEE M CA, B) EIF Cros 0), BER", 
有 dethÆ0, MF Cros yo BIW AH E F, y= 0 解 出 Lip 5% 
y= yka), EI y Cro) = yo 
证 定义 
GR" x R" — R" x RR" try) ba, Fixy, 
RW G Ælroy o BA Lip, GCris y = (0050). A F WAC, 
ya 
Di I o 
G Cry) = Fy Fayl (14) 
结合 (1)(14) 及 对 OF Cros yo) ARE EH A Giras yo CGL CR”+"). 
出 4.8.5,Glr p Æl oyo Pits ae Lip 道 , 于 是 所 要 结论 如 


辣 在 经 典 分 析 中 一 样 得 出 - [] 
4.8.7 例 & fCz.yI—Cleil ty, z+ ly). ce yER. 4 zy 
0 时 有 
Piy) = [PO 1 | 
2 sgny 


于 是 由 (1) 得 出 
af0,0) = ip | shaft Ee [一 nje GL(R?*). 
1 . 


由 48.5: 了 在 (0.0)? 处 为 局 部 Lip AE. 
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BAM ” 非 线性 最 优化 


最 优化 问题 的 一 般 形 式 是 ， 
minf iz), gir) <= 0, hlr) = Or © D. CP) 

其 中 f.X>Rib* BR BR" g XY 与 :XZ BAH BR”, 
DOK 是 “约束 集 ”,Y Po ae YL SARS, Y- =Y M 
Ag Y DNATCOND APARTE, KET ZEMAN 
点 , 称 Fa 的 [局 部 j] 极 小 点 为 问题 (P) 的 [局 部 ] 最 人 惰 解 , 称 2 全 
inf fz) 《P) 的 最 优 值 . 当 了 一 R” HAS YL =R gH le 42 
=R? 时 令 h= (h;). 

本 章 中 ,通常 以 z 记 某 个 被 考察 的 可 行 点 , 且 令 A=g (x),B 
=h' (x), 只 要 它们 存在 . | 

[Fj ACP) RPh -— > “Lagrange RAK”: 

Lr PsA sg) = Cof + Ag + ph) (2), CE, PÀ, pe) 
€DxXR,xX YX Zz". 

Serle L PMSA ps SY={OR Z—(OHR TE L PHMAAR 
上. 本章 的 主要 课题 是 ， 

(CAJE it Lagrange 国 数 表示 问题 人 ) 之 最 优 解 存在 的 必要 或 
充分 条 件 , 这 方面 的 结果 是 经 典 Lagrange RF BIH ME. 

(B) 建 立 问 题 <P) 与 一 个 与 之 关联 的 “ 极 大 问题 "之 间 的 对 偶 
关系 ;这 一 方 则 构成 内 容 丰 富 的 对 侦 理 论 . 


$1 Dubovickii-Miljutin cE 
土 面 提 出 的 最 优化 问题 {P) 可 进一步 抽象 为 ; 


minfir),7 € Mal KIER, Ci} 
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其 中 £,X-R,M,CX. 令 MM= 门 Mi, 设 TE MND. H 
Fy & (2,259 0 <t 4 0rw — z BIAG tw) <0} (2) 
为 了 在 z 的 “ 降 锥 ”. 显然 为 开 锥 ;车 广 (z) 天 0, 则 
F, = {ztf! G@),z) ON FY = R ff @). (3) 
S105) Be jcn) BIS OH jn MK, FN 
Kj; =QGoPteRS HEM EK): >) u,=0. 

证 4 K;=@1.89 mn K2 VK, 4~O KN Ke =O. 
Aa} ASE. Ae CX ue Kan) Cul K) RH ue K* = 
DUK} (2. 2. 5) stm u E Kip Ba= Yunu EK E 
Umt = =u, =0, 5 Daj =0,0,E KS OS JK REAE. 

反之 , 若 有 不 全 为 零 的 EK); 2274 二 0, 则 了 i<n ee H05 8 
WOK =O. AUH ce NK, 有 0= J uaua 已 

5.1.2 引 理 车 x 是 (1) 的 局 部 最 优 解 , 则 

FN Kr) = Fo NN FM,,z) N KM, n) = I, (A) 
记号 依 § 4. 6. : 

证 Bc Kale), WI u y Orriz ttina Mf atu) 
站 f(z) 可 网 ce Fo. MAS 4.6.2 得 所 要 证 . LJ 

5.1.3 Æ #@ ( Dubovickii-Miljutin, 1965) # Ky = Fo, 
KFM DOL n), Ka =K (M2). BE KOS js) FS 
h. (i) 若 z 是 (1) 的 局 部 最 优 解 , 则 存在 不 全 为 零 的 wjEK; OSS 
n): 2uuj=0. GDE M SABRE 

NAM QD AMMA, © (5) 
子 严 格 拟 凸 且 usc GRRE u FEE. WR. 
”证 GO 直接 由 5.1.1 与 5.1.2 得 出 , 

Ci) 车 z 非 最 优 解 , 则 3 EM: 了 Cr) 之 fT). 取 yEN, 令 yy 

=r' a,try=ate,(e! =l rE (0,1) WARY E C011);I 十 
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ize otty EN, HEM E UK. 取 工 充分 小 ,使 充分 接近 
x. Hf use 4 wz, A firt 而 由 二 严格 氢 凸 得 出 
YEO, filetta fa), 因此 zE Fo AM NKD, 
5.1.1 FE. C] 

”5.1.3 是 60 年 代 寻 求 统一 的 最 优 性 条 件 的 种 种 努力 中 最 典 
型 的 结果 , 它 可 看 作 经 典 Lagrange RF EWR A. FA 
wj 二 0 是 抽 象 #3 “Euler-Lagrange Ff 72”, Mu, 就 是 抽象 的 
Lagrange RT. . 

5.1.3 的 有 效应 用 有 赖 于 方程 > yw 二 0 的 具体 化 ,而 这 依 地 
FK MARE 4M EEREN ATR K HAR 
表示 . 今 考虑 问题 . 

minir) gin) < 6,ACz) = O24 © D. (6) 
设 G=g \(Y_.),H=A'10),c2EMADNGNA. DA DAS, 
fogh Eri. 回忆 已 约定 Y_= 一 了 Yi,A4 二 g' G@).B=A' CO). 
其 次 约定 K =Y + Re), Q=YiN (2G) +E KE 一 一 Q. 

5.1.43) AUK, CFe(x)s® RCA) =Y, Y; AØ, M 
Fel) = AK Fé G@)=—A‘Q. 

证 若 zEAT'K,, 则 3 yEY, r ER:Ar=y+rglr), y&0. F 
BY 0} 0w 时 

ez 十 tw) =gG@) + tAz + oft) 
=1trmiegG@) +iy+t ool) <0, 
WR ee Fele). 因此 AUK,CF,(). | 

其 次 设 YY SO. RCA =Y. 取 定 zE F(z). EECA KoM 
ArEK, AK, BARSH AR. Maa Me BA ACY: (A, 
Az) >A K, 0 MEH AC KI =Q, (A. Az) 20. 取 工 的 小 邻 域 
U, fi t} o ete +UCG. A R(A)=Y BO V=AU BY 
0- 邻 域 . ¥Y xzEDU, 当 140 时 有 

0 gla +t +r =g) + tA + r) +e); 
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OD (e+ te + rD) >= AAs + Ar) tole), 
Ha HE HY KA, Ard oo (A, Az <0. 这 表明 4) 和 0 从 而 一 0 得 
出 矛盾 -因此 eC AK: ASW RIE Fo) = AK, 由 
2. 2. 6, Fè (2) =A" Kg =—A'Q. | 口 

5.1.5 引 理 A 在 x 邻近 为 C! 映射 ,R(B}==Z, 则 Kuld 
NCB) KE Ge) RCB'). 

证 We Kn), WA n f Ome rz theat A, FR 

0 = Ala + bhr = Bz, otf), 
这 推出 Bz 一 0. 可 见 Ky G)CN(B). RZ. zEN(B), MES 
44 0,41 Lusternik 定理 (如 见 [34;p. 941), 方程 ACr+ yti) = 
0 AR yon). F Bei Sy lyteore2ctanme H,Bw<e 
Kula). BE Kul = NCB); Ai KA D=N(B)t=R(B"). O 
利用 5.1.4 与 5.1.5 可 每 出 5.1.3 的 如 下 具体 化 . 

5.1.6 定理 设 Y"+ ACA ERIE C RH RDA. 若 工 

是 问题 (6 的 局 部 最 优 解 , 则 有 0AA DER XOX 使 得 


CL rp AD — x) 0, (7) 
其 中 LC + pA pD =p tagt eh & TED, M7) RH 
LT PA A) = 0. (8) 


证 # S G@=0,Mikp~1,A=0,2=0;#K,4A 1K, =O; 
则 由 Gordan 定理 (参看 5. 5. 11) 有 041E 一 K; =Q.4° I= 0. tp 
=0,4=0;8 R(B) AZ, WR OX REN (B'), p=0,A=0. KER 
REP oA GA WER. XQOXZ RES). 因此 下 面 不 芒 设 
F DERK EO, RCB) =Z. 8 Ko= {z f G@),2z)<0},K,= 
Fole), K= Ku (x). W Ko Kis K: WIE SH OWE; K= Fo Ki = 
R FGK; Ki =—A*QCBM 5.1.4 ZTE); K=cone (D° 
7), Ki = (D— 7Y (4-6-2 GÐ; Kı = N(B), Ki =R(B') 
(5.1.5). 由 5.1.4 # K CFo(z)3 h 5.1.2 € Fo Kuo =, 
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于 是 (参考 4.6.2) 
$ = K, N Fe(z) N FD 1) Ka G) = K, A Ki AN K:N Ka 
5.1.1, RE HEM EK! OKIL): u= 0. B u= 
— pf! T) pE Ry pa = —A*A AC Qiu =— B" u pE Z*W CoA, 
BO, 
0S U, DE) = (ay DD ~ 2) = 
(Lal EPs As u) D — x). 口 

# Y=R", g= (e) 则 令 了 一 人 :8 一 0 一 《ge Ar= 
gz 今后 将 保持 这 些 记号 .注意 此 时 Q= (ODER i EISA 
一 0} 会 R+ ,于 是 从 5.1.68: 

5.1.7 扒 论 H Y=R", A Er nA C 映射 ,REB) 闭 . Bz 
是 问题 (6) 的 局 部 最 优 解 , 则 存在 EAER XR XZ Ñ 
FECT). 

通常 称 5. 1.7 “Fritz John SH”. 


$2 Kuhn-Tucker 条 件 


本 节 考 虑 问题 
minf (rr) geix) ss OAR) =O. ` (1) 
设 G=g (Y) H= (0) ,rEM=GNH,LC* Asd =f Hàg 
+ ph. 假定 As 在 z 可 微 , Erm A C BER. 
5.2.1 定 义 ”车 存 在 ,A)EY?YX2* ,使 得 
L,z,A,p) = 0,0, g(2)) = 0, (2) 
URTA fe) BRL) AG Kubn-Tucker &, A, 229 Kuhn-Tucker Æ 
子 ; 称 (2) 为 Kuhn-Tucker 条 件 ( 分 别 简 称 为 K-T 点 .天 -了 RTH 
K-T +F). 
形式 上 ,5, 2. 1 并 未 寂 及 x 是否 为 最 优 解 .从 Kuhn, Tucker F 
始 的 一 系列 研究 致力 于 寻求 如 于 约束 的 一 定 条 堆 通常 称 为 
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“HR fn th" A BIE RRMA K-T A. 

首先 注意 到 ,着 依 5.1.6 BH $10 HE+, MrR iA 
K-T 8. 据 此 可 证 : 

5.2.2 定 理 BY. AØ, RB) =z. 2 Zs C1) AY eb a 
B. WU UR + RARE a K-T OR GAS BD XY XZ 为 满 ， 
射 ; GDNCBNA KOLD, K, =Y? +Re(r); Gige A x HH 
(4.1.11) hlæ) =Br—4,5 tEH:g ED. 

证 oO 5. 1.6,8 00A ECER XQAXZ ,使得 $81(8) 成 
立 * 此 处 及 以 下 都 约定 SY N ao) FERREA. 假定 # 
一 0, 则 (fp 天 0, 4 号" 到 一 4. AACE OF BE NCB"), 
与 R(B) 一 Z FA). ERORE. WCA, BD "为 单 射 , 与 A 4 十 
B“ u=0 FA. 若 条 件 (ii) 满 足 , 则 本 xzEN(B):AzEKs, 于 是 

O= (A°A+ B* p) = AA) <0, 
SF. 若 条 件 Ciii) 满 足 , 令 < 二 zx 一 x, 网 Be=0,F Bae), 
x—x)=(A,Az>=0, AT Hag fA oh fF H (Agir) Ag) 一 
Ok r(2<KOF RK. EE 

& Y=R* , 则 对 邻近 > a A glad OS eg naa A 
中 的 记号 约定 ), 因 此 ,对 于 局 部 问题 可 以 g BROD PH z 据 
此 ,从 5.2.2418: 

5.2.3 推论 设 Y 了 =R*,RtB)=Z,x 是 (1) 的 局 部 最 优 解 , 则 
以 下 每 个 条 件 推 出 x 为 天 -TT 点 :t(D) (A,B):; 久 ->R' XZ 为 满 射 ; 
GDI 2€ N(B) Arr <0; Gide, Hz FF M Ah, A) 一 
Br—-6,4 rEM:g DLD. 

注 E ZSR, A= (h), M 5.2.3 SKA OHS Fig, Cz); ;i 
EES UA Ca) IS jp} RB. 

得 出 K-T 点 的 另 一 途径 基于 以 下 事实 :z BMA K-T 
ASJ O,WECOXZ':—f =A AHB" pes — FEA @a+ 
ROB"). 因此 , 若 能 求 得 一 集 KOX ELME 
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FPF, K=@,—K* CA'Q4+R(B"). (3) 
其 中 F, HK § 102), eH K-T A BM PEK FR 
J EK; @),2)<0,Ml zE Po NK(S¥% $103)! 基于 以 上 
讨论 ,可 证 
5.2.42 R A'Q+R(B) BH AL.K={z€ NB): Q, 
ADL ENK =B, M r ECH K-T 点. 
E 只 需 验证 (3) 中 的 包含 . BueX*. E uCA'QtTRE'), 
则 由 分 离 定 理 有 EX: 
ulz) > (AQ + ROB" ),2) = (Q, Az) + (2°, Bz). 
这 推出 2 (2) > 0, (Q, Az) <0, Bz =0C H 2.2.2), AA ee Kine 
a z C 
所 宜 注 意 者 ,5.2.4 并 不 直接 涉及 x 是 否 为 最 优 解 . 为 有 效应 
用 5. 2.4, 集 已 与 需 有 更 具体 的 表示 . 考虑 了 一 R” 这 一 特殊 情 
况 . 如 上 节 所 指出 的 ,在 这 种 情况 下 有 QSR. 相应 地 ;5.2.4 中 的 
K ËR: 
K = (2 € N(B):Az <0} =N) NAPR. U) 
ABO’ K AE Em, BM 5. 2.4 得 出 : 
5.2.5 推 论 设 了 一 R",z 是 (1) 的 局 部 最 优 解 ,A7R4 十 
尺 (B") 弱 * 闭 , 则 以 下 每 个 条 件 推出 了 为 开工 点 :人 CONCB 站 
A'R CKy (2); Gig GED hi AC) Brb, ce Agfa) 
KO, 
证 EK RC), AMR PKS. 当 条 件 (i) 满 足 时 这 
由 5, 1,2 得 出 .区 于 设 条 件 5ii)? 满 足 . AS T= (1.2506 a} Rp 
gtz)=0. $ 下 ,二 [zE N(B): Az&0}, M H 5.1.4 有 KONCE) 
N FeG@). # zE Ky. Mi Bz=0, 2 t4 0 时 3 十 EG, htt) = 
Bx 一 5 二 0; 因 此 r+HizE M,A fat aSa), TEEF 
这 表明 FO K=O. FR ABD KSK.. 9 z5r r, N) Bx。 一 0， 
用 gi HGR o(2) <0 BB Ango AE zoE Ky YEK EO, 
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1), BR x Stee th zE Kos M < 一 zy0), 这 表明 天 一 天 口 
$ 易 验 知 恒 有 Kyle) CKO 5.2.5 ZtG) F 
KuG@)=K. 5.2.5 中 “能 * 闭 条 件 ” 之 验证 着 成 间 题 . 不 过 , 当 


dimX<co 时 无 需 验 证 此 条 和 件 . 
对 于 问题 1) 的 以 下 特殊 情形 
minf(z),e¢(7) <0 (5) 
5 minf(r) AC) = 0, (6) 


相应 于 5. 2.2~5. 2.5 MRD BRS Re. 首先 注意 ,zEC 是 
(DH K-T ROS GEA Q rE H BOW K-T AS (sz) 
ERB’). 在 前 述 结果 中 分 别 取 Z= 10} 与 了 一 10} 得 出 : 

5.2.6 推论 设 z 是 (5) 的 局 部 最 优 解 , 则 以 下 每 个 条 件 推出 
TA K-T A OYGA, RA =Y; GDY AO. g H HE, 
JEX: B CL) KD, (iiD Y=R", RAD =R OY = R, GET) 
fA, JEX; gG) KO. 

5.2. 7 推论 设 式 是 (6) 的 局 部 最 优 解 ， 则 以 下 每 个 条 件 推出 
TX K-T &:GR(B=Z;G) R(DALFAN(B=O; GR 
(BA NCBYCKy (a). | | 

Rae”), RCRA ROB’) A. 

下 面 转 而 讨论 天 -信条 件 对 于 最 优 解 的 充分 性 . 我 们 希望 当 
/5 堪 满 足 适 当 * 凸 性 ”条件 时 (1) 的 天 -7T 点 是 最 优 解 . 现代 研究 
Cea cE SERRA HAE RRM PRS: 

5.2.82 By, DOCX+X. ËY re Dz}: FG) ,9C7)) 
<SIIA FE DMP D A p- Ales 
Y rE Def E EVIS OSS GEMA fc HEF D 
yp es BV ee D\ ih PS 
ADSS] WBS fe r AO DO yn -e ). 

ER yD =r, Ai yA EA TFA C l Dip RASH. 
TAR y R =g eg- D E- SM PR Sy 
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Hh. SRR, POS POEL — FQ E 
TETA 7 Ooh eae ORE. 
5.2988 r EDH K-T A Ae E K-T RE. OS 
与 四 十 /二 ETM FM OBA AS A, BO 
最 优 解 , GOR S 5 Agt eh E cM AS pO Ss y- 
A CR BO eS g- a BOL RK 
解 ( 这 意味 着 Y rE MN a} fe) > fle). 
证 OB rR. WIEM: SO a). Bh 
E EN <0, T h OA © Saz > Bez) >0,F E 
Ag+ eh 8 n-ne . 
OF (Ag. + ph) (x) > (Ag + ph) (a) 一 = Oy 
SEF HB. a | Oo 
Ci) 的 证 明 是 类 似 的 . 口 
5. 2.9 中 ,函数 的 具体 形式 不 起 任何 作用 ,重要 的 只 是 其 存 
É E CA SRS OR EE TE] A PR a a ED ik Oh FF FE PEE E E 
不 提 及 #7 的 形式 下 表达 出 来 . HM, ig ph 在 工 相对 于 MA 
OSY rEM GA WE X: F(a) aS) — FG) 此 处 P= 
Cf Ag wh). 由 5.5.13, BBS PY TEM, 
J a RLF (T'a = 0, la Fr — Fz) =— 1 (7) 
ER. G a= (a) AR DAREBBE R: 
alf C 一 fæ] + aAgix) + aph(x) =— 1; 
te 一 a) A*X= = (a, 一 a) Bo Fist 49% 3 0. , | 
5.2. 10 i $ X=R, Y= RE, Z=10}. E(D PR f(x) 一 xz; 
— sing g = (g: ) Hic) =sinz, — 4singrs g Ce) = sinz, 十 7sinzs 
Hr ~ 65 gy Ce) = 2 Cr t r) — 35 ga (2) = Al zl? — 9, gs (ad = 
—~sing, s gelr) = ~ sinr: 直接 验 知 x= (0,arcsin(6/7)) 是 K-T 
Ai, A=(0,1/7,0,0,10/7,0). Bg’ Cz) *A= Cg! Cr) +-10¢' 5/7 
天 90, 故人 内 (8) 的 第 二 个 方程 得 二 as. 由 此 易 见 (8) 对 ee MS 
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(8) 


g UR“) SM Ai 与 hp Er HF MH OE 1). F 
是 由 5.2.9 Bx BBR. 这 一 结论 亦 可 加 以 直接 验证 . 
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二 节 结 果 表 明 ， 关于 问题 

miaf ir), gir) <0 Ae) = 0 a) 

A SH AER Larange BR LC + A OM KARR DR 

fF. A HE 2 阶 导 数 的 范 国内 确立 类 似 结论 . KF G= 

gY), H=A'(0),2EM= CNH Sigh Æ x z Bir WC A 
Be .Q=ViMigt)}4+ me 

5.3128 设 云 是 (1 的 开工 Kode WK-T RF. GH 

要 条 件 ， 若是 (1) 的 局 部 最 优 解 ,N 一 {rEM， cagtr))=0}, W 


-Lal p)zt SOW z € Kn). (2) 
(ii 充分 条 件 : 若 X=R.K={2€ NCB) (Q,Az) Q0= G,Az)}, 
LB A p > OG z EK 11S"), (3) 


则 = SACL) BY Pe ARERR. GD FER EE X=R ,存在 OD 
0, 使 得 | | 
Er yA,poz? OT © Badle, K N 8) <8), (4) 
HP KOD, M rc EC RE. 7 
证 GBcE Kv) MA at One, rnern EN 
C84. 6(4)) FE Ase (2) = oh (ay) = 0. LC? A HE 2 
- Br Taylor BFA #HĦ K-T Riti: : 
Of zr) — f@) = Lb) — LYE: 
= FHL a oD 
REH Leli pe ZO. RARE (2D. . 
GOS 2 非 严格 局 部 最 优 解 , 则 3 zE MMi} raer an 
Fz, 令吉 二 XT 十 et 二 |x 一 了 | 一 0; |2.| = 1, RHE arr] 
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5S" 1 分别 由 
0 f(z) — Fe) = tC Gr) ea) + Oo), 
0 (Qg l) — g(z)) = QLAR + 0(G)) 
与 0 = hin) — h(x) = ABe, + olt) 
ETDE Q AD L0 与 Be = 0. 这 结合 
0 = (LCT Äg) sr) = S Eey + Ch, Az) 
得 《六 Cz) .2)= A, Az) = 0, AE zE KOS"). H h 
O Fr) — FE) = Ln A) ~ LGA) — Arg lr)? 
Shaw) LONE 


= la EA Oet + olti) 


推出 LatAm L0 RORA. 

i) 若 三 非 局 部 最 优 解 , 则 3 SEME a >E fa< 
fC). 由 (ii) 之 证 ,可 设 art hzisi v Oe te KS 另 一 
方面 有 4 
O>Sf (x) — f(z) > Lin, Asp) — LEAD 


= BL (ye ADE, (5) 


HHA ye rsr] 当下 充分 大 时 we B(x) dlaisKNS US | zs 
—2(<8, RECO A Li Coeds zie 0. KAS) FA. 
注 AY=R",M 5.3.1 PNK ae, 
N = {x © Mugi) = 0Y; © DD}; 
K = {z € NCB): Ae <0, Ng (a) .z) = OV TED}, 
有 关 记 号 参看 8 1. 
对 于 纯 等 式 约束 问题 | 
minir) Air) = Q, , (6) 
A LE w= ft+ph 5.3.1 FR Y= (0} 
5.3.28 设 六 EZ' ,Lr 一 0. 08% r BACON ARR 
IEA 
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Lr Re De OY z © Kp). (7) 
Gi X=R’, 
Lr, D > OY ze NCB) NS"), (8) 
i 206) PS RR. GDA XR’. FETE OO, HE 
Lr pe I Olr © Bs), d (z, N(B) f) S°) < e), (9) 
则 工 是 (6) 的 局 部 最 优 解 . 
注 车 R(B) 一 Z,Z 是 (6) 的 局 部 最 优 解 , 则 必 有 EZ' 使 
Lire) =0. H KA (ry =NCB)C5.2. 7.5.1.5). 
BA ART AS Be YE — 2 ied ST E RO BRE 
的 困难 .下面 仅 建立 一 个 较 特 殊 的 结果 ,为 此 需要 以 二 概念 : 
5.3.3 定义 ”车 让 ;CKX>Y ECGOSIRH DED, 
F' (co) FER CBA A RX =N CF Cea) A ROP (x0)) 
二 了 ; 则 说 下 在 :ro Ca CCRA). 
$ CoD F= RCR =R" Æ rce ARS 
(F hIS REE E. | 
s. 3.4 引 理 8h ETCH HCOSDE HW. MEEK NGB) 
的 一 0- 邻 域 V Br HEN PRR RA p 4 ce EV 2 OM 
Az=zt+eto(z),H p VX AC BR. 
证 i X=X,OX,.X,=NCB). 对 方程 
(zz 全 Ar 十 和 十 ro 一 Dr © Xi = 1,2) 
FARR ea REE TE 0EX Sit Be R Co PA r = xe.) dE 
(0) 二 0. 直接 算出 . 
# C0) 一 一 (FY. 00T (0,0) = 0. (10) 
& glz) 一 了 十 z 十 tz), 则 pg 是 XX; HH OBMV EMC 函数， 
AQ=rploCH; (10) 表 朋 q(x) 一 + 十 z 十 0(z) (2-0). BPX 
X 是 投影 , 则 Pk) p=: Fee wp 是 所 求 的 同 胚 ， 2 
科 用 5.3.4 可 得 如 下 高 阶 充分 条 忻 : 
5.3.5 定理 WrCH f hA HE rA CC BH S72 
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Bish Er HB. 若 存 在 EZ sch 0, PBL OHO Ss< 
r), 

LO Cpe’ elzi (Y z E N(B)), (11) 
则 z 是 (6) 的 严格 局 部 最 优 解 . 

证 车 工 非 严 格局 部 最 优 解 , 则 有 EHN E) :rr flr 
Sfr). Hoi 5.3.4.4 nmg lr WW Or E NCB), 2—0, 
gen =r Hen tola). AALO GDE 2h rh Taylor 展开 与 
CDF 4 ACOA 

OS fla) — f(r) = Lage) ~ LER) 


HLL ED x, — «xy +o0(|a,— z|") 
=A 19 Gwe + ole!) > Sle’ Hodal > 0, 
TETI L 


S4 非 光 滑 最 优 性 条 件 


本 节 对 于 问题 
minir) glr) Or = 6,7 € D (1) 
给 出 Frite John (5.1.7) 89 AE EL. HH Y=R".G= 
g CR"), H =A (0), sE M=DOGNH, LE» ,p.A,w=oft+ag 
十 ph; 假定 fogh Æ x A Lip. 
第 一 个 结果 基于 5.1.1. 
5.4.1 定理 2DYDWAOs:A Er BRAC’ ARB) 
PR. Sz C1) BS OO (9.0, WER, XR XZ" 
CESAR § 1) A= CA) eo EIF) a E Agi Cr) E4 
(pu, + J Aw: + Bru,D— I) >O. (2) 
车 XED*,R(B) 一 Z, 则 当 以 下 条 忻 之 一 满足 时 p40: zE 
NCB), Y Cigler) Os Ge GEDE r AW MS Xe 
lid” 


《参看 § 4.3), =Bxr—8,4 FE Migs (a)X0. 

证 不 妨 设 gtz) 一 0 否则 以 gr BR co) AWB OCCA U 
dg; (2) Sim) RCBI=Z, 令 Kole: PCr 2) <0),K = leg’: 
OLOA LSM), Kt Fola), Ke=N(B)=Ky la). n=m 
+2. Fy #8 1(2).cE XV, OW a} 0,2, 2 Hate 使 
Flas) fr). 43.555 mE Cra): Serd FTE Aaf n), 
tz27 ;因此 Ozn = max iA y 2.) 220; AA PC + + Duse 得 
f(z, 2) 0, WR cK. 这 表明 KOCK. $ Gg (R_), Al 
由 4.6.3 有 KCRG. 2) Sim). 以 上 事实 结合 5.1.2 得 出 
UK; =O. Fw 5. 1. 1 ARSE GEK] OKEn): Dou, 
=0. H 4.6.3 ZEA K? 一 R-_af (zr),K’ =R_agi(a) Sim); 
HKA Kap =(D—2)", Ke SRB). FB us = — fotos ti = 
— Atipo AER o EID HE gO lim) yu, = —B* pep 
EZ” june Da ty = oot Du Au +B pe (CD 一 z) ,这 得 出 
(2). A= CA), BIR (04,40. | 

"KBE ZED. R(B)=Z,p—0, HCA, pD 40, (DE Dv Ae, 
+B pg 二 0, 必定 AX OCR A OK ee NCB"), 5 ROD =Z FB). 车 
RODOWE, WMA ENB) audga) 0, FE 

0 = im + B'r) = D, AGr) <0, 
得 出 矛盾 . 若 条 件 (ii) 满 足 , 则 = 一 之 一 工 满 足 Br=0 h g; (2) 过 
e=0 5 g; ME gz)<0, 这 同样 得 出 矛盾 , 因此 六 
#0, i? 

下 面 移 结 盯 所 依据 的 思路 其 不 相同. 

5. 4.2 定理 设 2==R?*,D 闭 . 若 x 是 1) 的 遍 部 最 优 解 ,六 
0 适当 太 , 则 存在 OK GALCER, XR, XR’ 使 得 

0 E RLG, p, À D + kadol). (3) 
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注 令 4 二 O00, 二 (pg), 则 (3) 推 出 

0 E Paa + Diag FE) DR TY + Radp(T). (4) 
其 次 ,由 {一 x =R OCR- Alr) (4.6.7) 与 (2}) 推 出 

0 E paf (CT) + NAAT + NEA CR) + Ri adol). (5) 
这 显示 出 5.4.1 与 5.4.2 SRE. 

证 不 妨 设 f(z) 一 0,g(7T)=0. 取 定 充分 小 的 se 六 0, 令 ff 
+e,w= (fog hd), T= CR, XR XRO St, Y t= pA WET, 
定义 

F (x) = (t,@(x)) = LE) + pe; ©) 
Fix) =maxF, (x). A [A] a 2 Fa BE 9. iB Lipe <k, F Æ LipF, 
< ,从 而 LipF<k. 

BA ce DA te pA Anse ee ET eB 

F(z) = Fa) + ef (a) + DNgAT) + Saha. (7) 
Ba ERRER — Te: COB lint p BE 
fi. Aik p#0=> fir) 20,4 FO 2; (2) 0. + p= CST vate, 
Bm ACRE . 广 一 maxfr0) 则 前 面 的 分 析 表 明 

For) 一 好 PT 一 | 开工 > 0,2 E D, (8) 
t= gx) /ipCr) | dy ac HE HE. 

直接 看 出 RP(z) 一 s<SsinftP(z) 十 es 于 是 由 后 面 补 证 的 5. 4. 3 
CR SG 一 ws) 有 ED 站 BCzy ve ), 使 得 

F(a.) = min[ F(x) + VE |e — zt). (9) 
由 上 充分 小 :可 设 Lipt EE Me | e —2. [ke FRO), 3.7 
及 4.2.2 之 3 有 
OE AF kd) (zr) vB’, (10) 
E B= BOCK’. S =F, +kdp SL + ot) +kdp, R=F 
十 dp. Y t,7€ Ts (6) H 
| Lip(F, 一 F) = Liptr, — R9 L klt — r], 
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因此 aR, Cr) COR. Cx) +k leor Bt (4.3.2(1)), 这 一 事实 结合 
4.3. 20078 Mt FR C2) =0R, Cr) 记号 依 4.5.1. 对 3 有 类 似 结论 . 
因 RO) BP Cx) + kd (a) = maxR, (x) , M aR Cr) = aS, Cr), BO 
4.5.1 与 (10) 有 
0€ Bt) + Jes, (11) 

te FAL ce 唯一 决定 . | 

W e, + 0; 则 Zz 会 To r AR At, IS (PA DET. F 
十 由 (11) 得 


0€ Siz.) + kl Cott V eB, 


这 结合 13.204 0E as:(z) ,由 此 得 出 () 口 
” 注 者 xED"( 特 别 , 若 DD X), NORS | 


这 可 看 作 Euler-Lagrange 二 
1 ”下 面 补 证 5. 4.2 之 证 中 用 到 的 

5. 4.3 定理 ‘Ekeland,1974[46]) # DCX AJ,f:D-R 为 
Isc, aS inff (r) > — 00,8,0>0, f(z) Sate. DU FE. ze DN 
Blr) tE FEDS Ga), Y ve D\iz}; FEAF y) + Ce/8) | ce — 
yl. 特别 ,有 re D, B Sad mig) Fela yl Isat eek 
样 的 x 为 f 的 <e -近似 极 小 点 

E ” 设 定 理 不 真 ,归纳 地 取 定 x, 如 下 ; 令 come Exo zn 
(SPOOR ARE 


ba; — Ti LS Ë ESen DT fD hi = 1,2, n”, (13) 


令 S, = {re DN fad > fo) + Sly a] ， 4) 


DW SAC GM c=, 已 满足 定 至 要 求 ). 4 §,=inff (S,). W 

f(a, > Be BR a E S, B Go) 十 和， 出 (C13) 

Op St int] 成 立 . 如 此 得 序列 {zx,). 显然 (zx) 单调 降 , 设 Cx,) 
47* 


fA, ON Ba Balm, MDA 
ky tl S CAZES Cr) — fC]... (15) 
H Ria} A Cauchy F]. H 2,2 D. 由 (15) 推 出 

elz, 一 了 < LE) — f(z) J ela t e P) <ed 
Path la—azl sce. Ay f isc 得 fCad<f(x),B 

F(a) Sims (Sf (an) — (6/8) |a—ax,,| Gn 1). (16) 
取 yED\ic} EDSO te 1x 一 y|.Y 21,88 
A f(x.) Sf) + C/O |x — 2, | Sf + C/O |y — zl, 
可 见 yE S,. BUG FD BeOS ened f(r) 21). & noo 
得 f(y) 28. BPS >f(y) AMEE) T 

注 Ekeland 定理 是 观 代 狼 值 理论 中 最 有 意义 的 成 果 之 一 ， 
有 很 多 重要 应 用 (如 见 [46]). = | 

REA TM ROEM ETRE. 
5.4488 #28##0,0€Ox2' 使得， . 
| 0 E AL DE an) 
在 区 相对 于 MOL phdeths GWE ADORE 
(本 定理 中 不 要 求 了 一 R"). 

证 车工 非 最 优 解 , 刚 了 xzEM zz) ,于 是 Paz) 
<O,z=2-—2. AOD EIv Ea p rutul Baloo 
fT) <0, 

0<vlz) < Ae) — Mz) = Aar) = , Gigi) < 
HHFA. 


8 5 ”类 四 性 与 择 一 定理 
R KCX RAED KRE ARAS". | 
55.1528 BV ae (0.1)-eK+aA KCK NHK 应 ;车 存 


* C-MEBDCRAMPEM. 
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ARRUCK, BBY aseE O, aK +a KCK +e), Mi K 
Rib aR AAR UCX, BY aE (0,1).5 rE C1—e,14+ 
).@K-+aKCrR+eU, WDE KO SK. BHY aE (0,1)” 改 为 
“3 aE (0,1), MERESANK A aE” i KA” “ae 
JO SOR” PU a AE AP Ee”. 

注 不 失 一 般 性 ,可 设 5.5. 1 ahs BA FRE Ut RE Al 
而 OEU ,il1>UCU. 

5.5.2 引 理 BK AEKA MKA. 

证 RARFRUCK «Ee, D BY eE (0, 13,3 ren- 
e,l+e) akKtoe KCrkK+a/, Bt vs 

aK + eR CR FIR N FRTFU CK 
& T=Ued K+ KCR), N T .0,1,0ET. ETAT. MA o, 
rET ;or (a,c CINT. peast ar 满足 
BK + §'K = a@K + of K) + GK +¢K) CK, 
故 BET Gr), 得 出 矛盾 . 因此 T=, K A. | 0 

S.5S.3 引 理 BKK, 则 存在 有 界 集 UCX 与 了 的 秋子 
集 工 ,使 得 VY ET e> 0K +e KCK HeU. 

证 RAR MRE UCN cE (0.1) MAY E>0:aK 寺 a 民 
CK+U.S THE J 4K +e KOK +U e>0)}, W 0,1,¢€ 
T-Y ah ET, 60 ofa, +0’ t, 满足 | | 

aK+ eK Cat K +2,K) + (K+ teK) 


Caf K + Su} + ÍK + $u] 


CaK + €K + fSuck+ fut tuck +, 
HET. TAT AEG Am oe Ta. -= O 

5.5.4 ER #KAWKOSKI ZEKE. BK AW 
KOK Eh, K KASK EKA. 


证 前 半 部 分 直接 由 5.5.2 得 出 . TERK ie KK 
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>K KG. BU 5.5.3.8 K AER. BS rE 0.1) ,e>6,2,y 
EK ySrrt oye Ktd. G pose let y), 则 g(r) =z. 由 
5.5.3 Æ ntt KH KOKAU. REREAD pU EK TE 
z=L0) tt ny E K HeU, 6 T A. AK RG. RR iE K 
WSK hh. ` T 

Eg. DY. HE Gr=gd tY, BR RO =g) + 
Y}. 

SSS EX BRQOAGLKALT ARA AEA kA. 
AERJ., WK ce DEAL AADS RKB EAGER 
An MK ey AA: SRA YR ERE Y.-B 
UY, -KE GSH I. a | 

直接 看 出 以 上 概念 与 通常 的 凸 有 以 下 关系 ， 

SH MSM SO Maw 

y 4 oy 
I 26 > KE ST AKA 
FMB ERE LA EES RRO”. 

5. 5.6 定理 (OF gD) +Y, 4, Me 类 凸 全 8 广义 近 次 类 
A. GR YL ACM g RE Mee EKKA (DTV. A. 
GDE Yag MAR M ¢ KBASeg 广义 近 次 类 凸 . 

证 (BHA OS. 5. 40 HEM. 

GDS g AKED, WAR RM VCY.c€ (0.1) HBV eo: 
—aR(G) +a RGYCRIG) +eV. & y; Ea(D) 2 EY’, 1,2) ,> 
0 充分 小 , 则 

aly +21) + ey, + z) © RCG) + EV + oz, + a'z 

| CRG) FY CgD) +Y, 

可 A, gito A A C 5. 4). 其 次 设 gD) tY OR 
E yE e V=j- yh V ted ero. 
EIRIG + PRG?) = HRG) 4+ eyn + YU CROG) + Ey) 一 Ey 
TCHAD + Yt + tiD + YF 4+ eV 
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C g(D)+ ,+ VCRG) + eV, 
TR RGR AT g RES. | 

GD gl MIKES. MA AA ORV CY.«cE 0.1), 
(HV eE CO rE Cl —e,lte): RGA RIGCrROG)+ . 
EV ,可 设 gCD)CV ,于 是 

aR(G) + RO) C RIG) + (Cr 一 DeD) 十 eV 
CRG) + eV + eV CRG) + 2eV; 

TR g ERE MMA CES GORE A. O 

现在 转 人 择 一 定理 . 如 下 形式 的 断言 称 为 * 择 一 定理 ?命题 
已 与 妨 恰 有 一 个 成 立 ”( 或 简 言 之 :已 与 入 两 择 一 ). BRULA 
相当 于 “ 忆 例 非 恕 ”因此 任何 等 价 命题 产生 择 一 定理 , 不 过 ,本 节 
所 述 的 择 一 定理 都 涉及 一 定 不 等 式 系 统 的 可 解 性 ,因而 亦 称 为 “可 
解 性 定理 ”, 它 个 是 最 优化 理论 的 基本 工具 之 一 . 

WUFEW SY SMR WLS YL BARS BE WW, 
ZO. BIE AELK W AGCLCX,Y), BELCX,Z),f:D>W, 
g:D>Y,h:D>Z, L * pAswo=peftagt uh. É mE DY e> 
0.4 6>0:¢¢Df) Bs€2.99 CB. Cg (aa) 一 Y+ ， 则 说 g TE eo CHT 
Y Juse. 

5.5.7 J SX Motzkin 定理 设 以 下 条 件 满 足 ， 

CH) VrEO,.D.,2,72€ DA BO0,Y eE (0,1),4 r,sE 0 
—eylTe) tsu, DE DXWXY,; rS ESES (ay) +t S Caz) + eats 
soa) Rtg la D +2 g(a.) Hev ACD =th r+ htr), AID |), 
letad|slz |, |v lB; 

(Ha) (Slater RPI rE Digl2)<K0,hA( zr) =0; 

CH) S 5 g © cK (H) usc; 

(Hp Y 6>0,5 >00: B; (OCKA Ba, 

HE F AANG rE D: fle) KO, glnA r=; 

(QI Ce Asd E CWINOPDXYI XZ LD, pà p0 HW, 

Y.Z EBE, AHORRE s=1,0=0, WH = HOTAM 
*151° 


pe l 
(Hy) (A DEYL XZ? Ag+ AR (D220) = {0}. i 
证 《P) 与 (GQ) 显 然 互 入 ,下 面 证 (全 ) 无 解 一 (QI 可 解 , 令 天 一 
We. XY X {0} ,9 Cf pA C=ADI+TK.V 1€ ODED, 
weWw,.jwEY.,G=1.2),8 wte tt w ECW pyty tty, 
EY’. E Boarssicausu W2 fF o,e 充分 小 , 则 

tea.) + Cn y0) ] + Lela.) + Cr ya 0)] 

= (fir) + 2’ fC.) + wglr) +t glr) + yhle)) 

E Ka) + Ge + & Dfa — uy 

+ (s— Dgtr) — v0) + Wx YX {0} 

CHAD +K+W,* YX {0} CC, 
Ch. Rw > fr), Bw, ysr) BIE Cw, 0,0). Re> od, ff 
BS <w Bilge Ky. HH CY OD 0: DNB 
BACK) Wag DN BZ) CBR. Cgi) Fa. HOH, TR 
J EBK alte). BR w fi EW AB yee 
Y°, Fw yz) =e 2) tlw fr) sy (2) LEC. hw, 
0,0€C. (P) 无 解 >0EEC, 于 是 由 分 离 定理 有 Aws lp, WE 
CW XY XZ)" 0S, CO = (wD) 二 tw, 天 ), 这 推出 LOD, A, 
1) = (wD) 20.06 K* =WEX¥L XZ". p0, BR gt 
ph) (0, PE A=0,04 HEAD) , SRHHOFR. 因此 
Ces om CQ). 

GW,Y,.2 有 限 维 , 划 改 令 C 一 gD) 十 WW*+ XY, X10) ,无 需 
C" 关 他 亦 可 用 分 坎 定 理 得 所 要 证 . C 

Eog hH WXY X {0)-Æm, M 5.5.7 SRA B 
然 满 足 . 据 此 易 以 5. 5.7 得 出 : 

5.5.8 推论 (线性 Motzkin 定理 ) #3 cE NC(B):ArKO 
R(B) 一 Z( 或 人 ,了 ,Z 有 限 维 且 CAA)EYYXZ' A"A+B’ p=0) 
二 {0)) MA F éE P ce NCB), Apr X0,AzrK0; (Q) 
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3 (p, E WO XY) XZ" A at A°AtB' p=0. 

5.5.9 定理 BY SO.YiNe(D)’ ={0). E pA WX 
FWL XY RH KAGR LEKAD ADAM ee 
. 两 择 一 ; (P)3 rE D: fle) <0. 262) X00; (QF (Cp, DEW 
{O}) XYZ: (pf+Ag)(D) 0. 

证 由 5.5.6,C AOCD) +W, xY, FE 5.5.7 
一 样 可 用 分 离 定 理 得 所 要 证 . Cj 

在 5.5.9 FRR Y= (0} A. 

S. 5.10 推论 ( 非 线 性 Gordan SM) BS WRB Se 
KA A DAR, WAFAA: CPD ED: f(r) <0; 
(Q)3 PE WINO: (o, f(D) 20. 

5. 5. 11 推论 (线性 Gordan FB) 以 下 命题 两 择 一 :(P)3 zx 
EX; Apr&0;(Q)F PEW ENO}: As p=0. 

车 在 5-5-7 之 证 中 心 闲 , 则 不 必 验 证 CAO WAAR € 
M, AA w pD) >. 因此 ,在 5.5.7 中 取 克 一 人 0)} 且 在 其 证 中 改 
令 C=AD)+Y. xX 10) 得 到 ， 

5.5.12 推论 车 pS (g,.A) NY. XK {0)- RKB 
PD) 二 TY * (0A. BaP eM R—: (POS re Digl(2)<0, 
ACz}=0;(Q)4 A, WEY; XZ ,Ag+ ph) (D)>0. 

在 5.5.12 中 取 Z={0} 得 烛 ， 

5. 5. 13 推论 (Gale 定理 ) 若 E 为 YL- XAA, gD) 
+Y+ 闭 , 则 以 下 命题 两 择 一 ;!(P)3 rE Diglo QI AEY!; 
(A,g(D))>>0. 5 RCA) +Y AC Y=R™ hoe th) © 
了 , 则 “3 EX; Arsa” “J ACY L:A*°A=0 H Ata) = — 1° 8 ¥# 

注 Og 5. 5.6,5.5.12 49 5.5.13 BAN“ MAB ORE 
“RL”, RAGEAREET RE. 


今 考虑 将 择 一 定理 用 于 问题 
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minf ir) gir) <0,A(r) = Or € X. Cl) 
设 rEM=g Y DNAT O) Sf gk Ær RP ed =f lx) 
Fir) LE AwHftAgtoh BR z BOHRA OCHM A 
“J cE X F(a) <0, gr) S0,A Cr) C=" 无 解 , 这 正好 应 用 5. 5. 7. 

5. 5. 14 定理 Hr BOHR. g AR 5.5.7 中 条 
FH D~ CH) OR WSR), M 2 Æ K-T 点 . 

证 BL. eg. OIR E 5.5.7 中 条 件 (H ~H), FHA 
5. 5.7 EPA WE (O,cooXYLXZ’ ,使 得 

As (a) — fe) ] + Aga) + ee OY I EX). (2) 
RG e= 1B RMR Ae w/e RAO. 以 一 x RADERA 
gz) =0. FCA | 

HAT) 一 了 (MA = minL ,id,p), 
因此 £.€7.4,0=0.MAM x de K-T A. Cl 

x 是 (2 的 最 优 解 并 相当 于 问题 “3 xEh 00) PCa <0, 
& (2) <0" FARE H 5. 5. 9， 

5.5.15 定理 82 BO) WRRM.ACr)=Br-s, ROBB; 
D=A"(0).C/52)|D FR XY: AHR AR VERBS 
RA AD g DAR; re Mi go) <0, cB K-T A. 

证 HFD WA 5. 5.9400 使 得 

PLEDO — fG)] AEG) I 0N r E D). (3) 
如 辣 证 5.5.14; 有 4,g(2)) 一 0, 且 可 设 p=1, 于 是 (3) 推 出 f(z) 
= (+g) 全) 一 minCF 二 和)CD). 因 万 凸 , 故 
FT tieg a E D—2)* = NG) = ROB") 
《用 4. 1. 10Civ 45 ARE), ht PRB SE. LI 

一 个 平行 于 5.5. 15 的 非 光滑 结果 是 : 

5.5.16 EBR 82 BORK. Ad =Br—b, RBB; 
D=A1(0),C mD E z RRA Lips p lD ET RA XY Ai 
YRS hak ERARE PCD). eg DAR; ce Mig(s) <0, 

* 154 + 


MA A WEYL XZ" BG. ¢(z))=0,8 


0 € afte) + aAg) (a) + Bg. | (4) 
证 ”用 5.5.15 的 证 法 ,只 是 注意 用 4.3.8 从 f(T) 一 min(f 十 


Ag) (DD) 得 出 0E ACS Hig) Gr) +8nCr) ,后 者 推出 (4). ~ oO 
§6 Minimax 定理 与 鞍点 


以 下 四 节 给 出 非 线性 最 优化 的 对 偶 理 论 , LG BY — AR E 
法 是 :给 定 " 原 问题 ” 


min (r) = «e,z E (P) 
Ce 表 最 优 值 ) ,构成 一 个 与 之 关联 的 "对偶 问 题 ” 
maxi (y) = fy € K, (P*) 


使 得 关于 二 者 的 论断 有 某 种 肯定 前 关系 ;特别 ,我们 希望 有 oP 
Cia SHE). RD oS A MRR). Bae Sy 分 别 为 (P) 3 
(POKAH 一 2, 则 它们 满足 所 谓 “ 概 值 关 系 ” 
fr) = FG), CI) 
对 于 由 过 RE y RH y ME aO EA AS. 
AEREE RARE. — PRN A ARE MOO E a 
L:DXK—>R, #44 | 
f(z) = supL(7,K),F Cy) = infL(D,y). (2) 
令 a= inf supl (zy), f= sup infLiz.y), (35 


则 o> pF LR, Ti e= 是 不 常 有 的 . 当 wx 一 及 时 可 能 有 三 种 
情况 ; 即 


min supL(x,y) = maxinii(r,y); (C4) 

min suplir, yd) = supinf Lir, y); (5) 
x ¥ . Y T 

inf suplir, y) = max infhLCr, y). C6) 


(4)(P)(P*) RS AH =f; (5)O(P) ARB =f; (6)S(P*) 
有 解 且 = 8. Br (4) ~ (6) BE POR AE PER A “mini 
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max 害 理 ”, 本 书 将 建立 几 个 这 样 的 定理 ,它们 对 于 晤 优化 理论 是 
重要 的 ， 

FREE AS RR LDX >R, f F a 8 RDG. BLE, 
y)=a=f, Gy LRA. BY ay EDXK: LE” yy) 
S-—Ltr, OP COIS. MA L AMIR AR; L ES 
Lery) z # lse X y A usc. 

5.6 1 命题 (x,»y) 是 工 HR OLG.KICLG DE 
LOD, wesc y 2H 4(P)4 (POR a= PS t oe Ga) 
Fly) (=L(a5y)). 

”证明 是 平凡 的 , 注意 5.6. 1 无 需 关于 工 与 D,K 的 任何 特殊 
假定 . 

5. 6. 1 表明 ,一 旦 求 出 了 工 的 某 个 蒂 点 ,就 同时 得 到 了 全) 与 
(P "的 解 . 热 而 ,鞍点 的 出 现 是 极 不 寻常 的 .下 面 给 出 一 个 装点 存 
在 定理 . 

5.5.2 定理 BDCX,KCY.X §$YSBR.DSK MALL 
FF TE eR PR. BEE, 

CH) J vEK: |2lrol(x€ D> Llr, y); 

3 rE D: |y] >l yE KISL (ay. 
Coc HORE W LARA. GDA CED E H e<, GS) 
成 立 , DAH ) 满 足 且 Ae NOORA. 

证 GRHRDKAR. BAXAR, RiR XRD 
(3.2.4). 2 m ai LE yw R CRRA Leey telz liè 
Lir RRS eO, TEY yE 玉 ,有 唯一 x 一 p(y) E D:Fiy = 
LCK yA 1.10. BEB FAB usc, 于 是 3 yyEK: Fiy) 
=f. Y yE K, yp=tyt f y OLL), m = ply) W FEC) 
LCT Ves 

Flyo) lta s yO Llr +t Liy 
mah (assy) + EPFC y); - (7) 
PR SF ly) — tL ry) L FO) —tFG). (8) 
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Rt. 4 0,18 TAX, >r E D. h LC ,y)wlsc(4.1.6) 及 8) 有 
Fiy) x. LEZ, Yg) = limi Cz, s Yo) = Fy) ’ 


可 见 Fy) =L res yo) ro = ply). (DHE Lers DSF Cy), F 
是 
Lizy) < limL Cary) < FW) y € K), 
因此 esi f(r F Cy) =A. T E Cros yo) A E. 
”对 一 般 情况 , 令 D= {2 € D: lel Sa)K, 仿 此 . 由 已 证 结论 ， 
当 FEARS LID XK, BRA Cas yn) BR 
Lize Ke) S LET yi) SS ECDs yh <9) 
(9) 结 合 条 件 (HYCH' ) 推 出 x,,y, 与 L(x,;y,) 有 界 , 因 此 不 妨 设 
a3 Ya WL Cte yr. OER LG, KS LCD) ,出 
此 易 见 (zx,y) 为 工 之 鞍点 ， 
Gi Lie y= Lyin yy Pel), 如 同 工 一 样 
M ERIE; AA 4. 1-7 可 指明 工 , AE CH"). TEAR 
ik GOA La A BER Cory.) ;因此 
Larry) — 2 yl? Shey) — lal? 
二 大 (zy L LD, IY y E K).0) 
(10) 推 出 Crys) 一 xn- |y P< PSelY 3yE 天 ) 用 条 件 (HD 得 出 z, 
AR. RE ee MW LG, KSA). 
(iii) 的 证 明 是 类 似 的 . CJ 
于 面 继 续 考 上 谍 使 56) 成 立 的 条 件 ( 注 意 (5) 与 46) 是 类 似 的 ) ,一 
方面 以 某 种 紧 性 条 件 代替 5. 6; 2 中 的 条 件 (H'* ), 另 一 方面 放宽 凸 
性 要 求 . 约定 以 下 术语 :车 Y aE O Dror EDA te Ds Lz, 
aeL (Crs +e h(a, +) MLE D EXD; HNV cE 
(0,1) ,21222E DI rE Ds La, Kalir © be Llr * + 
ce, 27D EKRBASAV «cE O, I), Jre elte), 
YromED.4y «xO Dirh (Cr, J, Cr, * +e Ere, + J+, ill 
LEDE XKAN. BRS LE DEEG” “EK 
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26 "ST MG RB EY a. ELEK FERAL 
在 天 LEM REMUS. 约定 w i DO HARTE, G Kim, 
a= ly: Llw, yea} (ER). 4 Lia, XY cE Dusc Pf K Cw, 
a) AT AS. 

5.6-3 EBR iW K #— Hausdorff = fl, AE ao CDA € 
(—90,0);Ke#K land d Bs ¥ xO D: EL Ca, + duse, MAP RAS 
一 推出 (6) 成 立 : 

(Ci) LEDERBA,EK FARR; 

C) LED EHKAG EK EP EKAM., Y ED: 
Liz, Kos. 

i Pei K(w,0):0,a_D,a,seo<es E K PAHE. 
BOEr, Wh KCUe,maxe) CAK (e,, 0.3 Tr A RA. A 
由 Ks 紧 得 出 厂 中 诸 集 有 公共 点 y. YXED, 令 二 woU lr} ,V oa 
E loca). A ye Klopni Lip a. 这 推出 L(D,y)2>a, 由 此 
显然 得 出 (6). 余下 只 要 证 3ET. 

BEDEL, FRA o= {n rttr) CD, oa K (wo) =O. 
令 pO SaL p OKS g= Ce, OM ag KR 用 
Gordan Œ M (5. 5.10). #{F (CHEM g CCL 
8 广义 近 次 类 凸 且 ge OAR KO =O seh ME“ yEK: 
gty) 安 0” 无 解 , 于 是 有 OFA=AIERL: i g(K)20. WK DUA 


=1, FÆ QUAL yo y¥EK) BLED ERB, EPO, 
则 对 FA SAK AT ED: a 
Loy) < ALM) + Eo ely yE K). 
这 推出 asi fe <ote; > e>0 A exo, Bik FB. 
余下 只 要 证 (Co) 志 工 在 D 上 次 类 西 . 设 (Cs) 满 足 . 因 工 在 记 
上 近 次 类 凸 ,如 同 证 5.5.3 一 样 可 指明 存在 OAT RT. aS 
YET, EO ri rE DH ED: 
Liz, O tr O HELI +) HE <11) 
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车 工 在 EARS. n€ (0.1) ,.60>0.2.2€D. RAY x 
ED, yeEK: 
LEE, Y) > tL eyed F tLe atzs yr) + Zé- bs (12) 
E tort, E D ff CLS r= zr ot =t e= RY. > Ya = Ya, 2 M) 
结合 (11)(12) 得 
Eo I Cta oi Cris) — Lr yn jn 1). (13) 
A Lz. p =l DDAR MS aro D2 hw a 
ja. CJ 
“所 宜 注 意 者 ,5.6.3 对 品 没 有 任何 要 求 . SK ASR. M 
5. 6. 3 FREZIS E. 
EK 紧 的 条 件 下 建立 的 类 似 于 5. 6.3 的 结果 颇 多 , 今 择 其 主 
机 者 不 加 证 明 地 陈述 于 下 . 
5.6-4 定理 以 下 每 个 条 忻 推出 (6) 成 立 ， 
(Cs) K 为 紧 Hausdorfi Æ E, Lix, (YW rE D)usc, L Æ 
DERRBAL K FIRB CMR RKB”); 
(Cia) K Fes ET el at 5 (BY CT VS) pA RRL ED bit 
wÆ, Y ce D:Lir, > FLEA use; 
(Cs) DHEETVS HAOR. KÆR TVS 中 的 西 紧 集 ， Li 
鞍 、 半 连续 . 
minimax 年 理 是 择 一 定理 的 重要 来 源 之 一 - PRR AO 
出 择 一 定理 的 一 般 模 式 . E L:DXY >R, Ly Mt y 是 正 齐 次 
的 ,天 是 了 + 的 基 , 这 意味 着 OC KCY.=R,K.&LIDXK RB 
CG), M SBR CL tr BAR; 
. qrg DirY, MOD ù; (14) 
Jy EYL \O} ECDs y SO. (15) 
AIE, EARRA GREHA RS ER 56.38 与 
5. 6. 4 得 出 ; 
5,6.5 定 理 RY ATVS.A &2Y,HE.L:DXY,OR.Y z 
CD: Lz, -JVEAFKA uc, WRK PFE RERHIOS 5B 
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择 一 ;0)5.6.3 之 条 件 满足 ; GK KR.L])DXK RR, GDK 
EOL EDEK, Y ce D:h(z, + IK PM; GVK K 
m,DCX A,X A TVS,LIDXK HR, EER. 

45.6.5 AF L AD=U ge) CU YR YDB: 

5.6 638 H g:DOX>Y,K 是 Zi 的 凸 基 . RELTA 
之 一 满足 :4 了 aX D, —co<o<inf sup(K,g(4)): {AEC K: (A, 
gwon Rg BOR e HRB K AR); GK A" 
Reg BRB CDKA Rg WA * Isc CHR 4. 1-11), 
以 下 命题 两 择 一 :(P)3 EDV I\(0} gla) <0; MI AE YIN 
{0} :<A,gCD))> 0. 

证 SLA =(Ag(r)),. CG ACDXY],EY’ FRA 
Bw. Lo, ) 显 然 是 齐 次 .连续 的 . YK SRN K OAR. 
FUL BM eGR RABE LIDXKED LEEKS. AK OR 
出 LAH AE K 凸 ,基于 此 , 易 见 5. 6. 6 之 条 件 G) GL) Git) 4 
推出 5. 6.5 之 条 件 C0QGi)(iv), 于 是 所 要 结论 由 5.6.5 推 出 。 L] 

Æ 5.6.6 可 看 作 是 一 个 “Gordan 型 定理 ” 与 5.5. 10 比较 ， 
5. 6.6 的 主要 好 处 是 无 需 假 定 Yr, 关 Ci, 且 所 用 条 人 性 有 更 大 的 选 
择 余 地 . BY AOA 5. 6.6 的 结论 与 5.5.10 完全 一 致 . 取 定 y 
EY UR KACEY) AG) =l 2 Yi ROS. AS 
5.5.10 之 条 件 满 足 时 5.6.6 CRA GD CBS 5. 5,6), 这 表明 
3. 6. 6 AiR 5. 5. 10. 

举 一 个 应 用 5.6.6 的 例子 . 考虑 问题 

minf irj gir) < 0, Bz = bt € X, (16) 
其 中 fig 在 zx 可 微 ,TEDNg 1i(Y_),D 一 B71(5). 令 f= 
Fr) — f(z) (参照 5.5.15 之 证 ). 车工 是 (16) 的 解 , 则 问题 
| J rE DRX YPNO Gaga) <0 an 
必 无 解 . FARA Tg) |D 应 用 S566 BES. DIDE 
满足 5.6.6 ZRH 5.6.6 有 
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J A E (RX YNN}: GF + àg) (D) So (18) 
用 一 个 “Siater 型 条 件 ” 
J z € D: (Y4 MO gr) <0 C19) 
A M18) e0, Am 1. 于 是 由 (8) 有 F(x) 所 (十 
Ag)(D), 因 而 可 如 证 5. 5. 15 一 样 得 出 以 下 结果 ， 

5.67 定理 hr 是 (16) 的 最 优 解 ,D==B E), ROAST 
Ae ROE KROME. EC) DETER XYL AE 
AE eee HY A x Isc, We C16) K-T 点. 

证 只 需 指明 以 下 两 点 :(A) 不 难 验证 Ta A DET 
x 天} 是 R XYL KOR: (B)9,g)1D 如 了 同 (f,g)1D 一 样 ， 
TÆ Rj XY LEK GM A «isc. 以 上 事实 表明 5.6.6 
之 条 件 5ii) 或 Kiii) 满 足 . g 

注 EYAD, MRED rED:gir) Z0. 由 此 可 见 
5. 6.7 BOWS 5. 5. 15, 这 与 5. 6.6 蕴 活 5. 5- 10 te BE AE BS. 

相应 金 非 光滑 结果 是 + 参照 5. 5 18): 

5. 6.8 定理 设 工 是 (16) 的 最 优 解 .车 5.6.7 之 条 件 满足 , 且 
了,g 在 了 邻近 为 Lip( 但 不 假定 fog Hz TH). A WEY; 
XZ" HB Ge G))=0. 

| 0 € afGz) + ag (EZ) + BE, 


87 Lagrange 对 侦 


今 将 前 两 节 的 结果 用 于 问题 
minf tr) = a glr) ORCr) = 0,2 € D. (1) 

Lagrange BR Lic AOC AWCDXYLZ* Fw 86 P 
Lie VRE. Oo MSD) g WY ON AO). BABS 
论 : 

1° ALFA 2.2.2 B48 suplir Yi Z mil Fiul. 注意 到 
infi f/+éy) CD) =inf f MO , wm COK i E 
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max infL(D, A, p) 一 及 (AD E YX Z". (159) 
HOA C1) “Lagrange 对 偶 ”. TER A oR ee HB 
A tr ba inf LED, A, 0M ROH. 
2 极 值 关系 .与 8$661)7 相 当 的 等 式 是 F(a) + Buz) = intl 
(DAO; TRAGEA T 
f(x) = minZ(D,a,4); 
eo 一 OZ EMX YIX Z!, 
结合 以 上 结论 与 5. 6. 1 得 出 : | 
5.7. 1 定理 (zA D EMXYLXZ. G) Cz, À DÆ LH) 
RAST FO OWES RR eH PH too 2m 
立 , WEBGA OF LORD G, gh E r TR, 
(L.Cr,Ase),D— Tr) 0= Age): | (3) 
Ribs ze DM ZR KAT 点 . GDS sz EDK K-T Ak 
K-T RF UK5.2.1).L0* sA OE r MAF D i, W sAr) 
是 工 的 鞍点 . 
证 《i) 坦 接 由 5.6.1 推出 . 利用 #4.1.10Cv) 从 (2) 推 出 C3). 
在 (i) 的 条 件 下 ,53) 必 满足 ;用 伪 旺 假设 可 从 (3) 推 出 (2), 故 (z， 
AO LRA. 口 
更 深入 的 结果 基于 择 一 定理 .目前 的 考虑 与 导致 5,5. 14 的 思 
WOO HE AE ADL. 设 有限, 令 了 (zx) 二 f(z) 一 a( 与 $5 中 的 了 (x) 对 
Fe!) , 则 问题 
3 rE€ED:fr) LO gL) S 0,ACz) = 0 (4) 
DER. 若 由 某 个 *Motzkin MECH 5.5.7) 得 出 ， 
了 (php E (0,00) X YIX Z':(@T + ag + Ah) CD) E 0， 
- (5) 
出 可 设 p 一 1 于 是 由 (557 有 SLD, A 从 而 esini LCD, À, p) 
<P AE amp BO. OBO WR. BFR LSM 5.5.7 得 
i: 
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5.7.2 定理 Bo AR. Gog ARE 5.5.7 RAH ~ 
(HO Ck W=R), BO) AME a= 8p. 

于 面 考 虑 4 的 特 款 (在 61) 中 到 了 一 10)): 

minj (z) = a,g lr) 0,2 E D, (6) 
& Lig, AÐ = Fir) tage) Cz, DEDXY*), M (6) 
Lagrange WHE (CBM)! 
max infLiCD A) = By E€ yi. C6") 
令 M=Düg Y). 首先 由 5.7.1 有 

5.7.3 推论 设 (z,A)EMXY?. OGAE LG ORRA 
ea GAARA) S(O ) 的 解 且 e=RALOSfG)=LG,A= 
minL(D,A). GDE G, DE Lz, OWRD fig Hz WH, 
则 <L.(z,4),D—2) 20= A, g(@)), BY ze Dit IE K-T 
点 . GDE z EOM K-T AAR KT RF, LO DETAMT 
D the WC, AE La AMBER. 

# |x |+oo(z € D= flo M] Lz, OR. 车 XED， 
g(Z)K0, Sl [Aloo AE YTS Lz, A) + —~co (B® 2.2. iD) 
基于 此 ,可 用 5.6. 2 得 出 ; | 

5.7,4 定理 X.Y EBE, DHADHA lsc, HA x Isc. 
Ë aco, |z]-oo(x€ D) > flz)>o, (OA RA =o; 
车 p>, 2€ Dig(2)<0, CS" ) 有 解 且 =f, 

Æ ZA MHE rE D, MA) EY?XZ*,|4X| 十 
ja > BABA Ler A peco, IE AE FR 5.6.2 FON) 
”得 出 对 应 于 5.7.4 的 结果 . 

现在 考虑 对 (6) 应 用 择 一 定理 . Re AR ce BAM COMME 
值 ; 令 F@I=Sf(2r)—a, i 
J rE DRX YPNO}, ie) gl) <0 (7) 
必 无 解 , 注意 形式 上 (7) 抬 与 $6(17) 一 致 . 当 关 隆信 时 (7) 可 改 
写成 : 
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Jr € D: Jir) < 0 人 Fr) < 0. (8) 

FRR.) |D 应 用 5. 6 GOR 5.5.10, BY LAO). 因 必 要 
APR EL 5.7.2 55.6.7 SE, FRR BER. 
人 75 定理 设 a 有 限 ,3 TEDIN Ogo. BEY 
下 条 件 之 一 满足 ;: OYLA, DD RF ER XY, HK 
四 RE MGB AOD. ep BRS GDY ER ROE, 
号 ?| 五 关于 R XY kR, Rx POA «lsc, MC VARA e 
= peo. 


$8 Rockafellar x48 


A SR IS EF OF HE BS. 

5.3.1 =X 设 AXR Dr AD. Bf" (a) &suplu (2) — 
f@IUE XO f HEBER. S f° =F) RFA IX 
 f AAE. 

Bul X ->R BAT MAE Isc hi. 

5.8.2 例 1 f(x) = hrl EX, p> 1, SUR EM E 


F =F|ul yp tq 71. 


BX AR ASA ELCX,X' RBM, (2) =F Ara). 
Aww A HEC3. 3.8). Y we :一 gz Ps Ce) ae HRS 
Au, BERE S” (u) = (u ATu) f(A u) =F iu, ATu), | 

PE (xd =lal(2E X) WW f* =i BER OCS. 

a4" 对 ACA 有 oA = farta 4K 3 4, 241) ia A A , 则 ĉi = fjs 
Q=—A’*. 

58.3 $E it f.¢:X-R, DKS. 0)“ Young 不 等 式 ” 成 
ME: 
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ar) Sid +f Gawd CX KX", C1) 
Aw 4 v€ afiaoit 1) HER. GO f=fesf OH les f* Foe. 
GDA g Bolsc A FSS W fae. 

证 46) 的 证 明 是 直接 的 ， 

《ii 首先 设 f GB lse. BR r,t (tc f(r) <oo. Mr.) epif 
Mo BEB DCX’ XR at uin tal fos 
2). 这 推出 a>0,w 王 一 w/a 满足 三 (sco- BA To {82,2 f (ro) 
<flzo) WA vEX’ .BrER: ve totr<vulel t+ sacs 
JOSO. 必定 60. E P> 0, MW fade ele. —f" (—-8! 
vt aa B.A 有 一 0, 则 olro drol, FRR eeo 
If Cro) (ww tvs ace) — FT Ce — tv) ew (a) 一 六 Ce tei 
ulr j=, BFE. 故 必 (Sf 其 次 显然 SSS. Bik /一 六 反 
之 , 若 f=F5H f BRAH Isc. 

《ai 直接 由 《ii 推出， CJ 

5. 8.4 定理 WX HBR, f:X—R MADH GCG- 可 微 , lim | Df 
(2 =] A PB DP = (DA). 

证 Di:X 一 XX" 严 格 单调 且 次 连续 (4.1.5), 故 为 双 射 ,县 下 
SCD) XX 亦 严 格 单 调 .次 连续 (3.3.8),Y uwe X E 
RW 5.8.30) 与 4.1.5() 有 

Af* (Custo) =[ (u + tu, F(x + tv)) — fUF (Ce + tv))] 

一 [tu, Fu) — f (Fu)] 
tv F te + tv). 
由 此 得 Df" n Sv Fu) So D_ f* usv), AIE Df" u) = 二 Fu 
BI D =D A DE Fk 六 严格 凸 . [ 

Rockafellar HE BSR ah AA a BH. Boe Th 

Bat. CRRA HAR. 
Beto XXYR. SLABS BRM: 
SCy) = infer, y), S. Cu) = infig’ (edd. (2) 
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其 次 ,由 9 诱导 出 一 个 Lagrange M $t 


LCA) = infligir, y) — ày] =— e rA, (3) 
p (r, "E gr,  \HARER. 形成 一 对 问题 ， 
mingtr,0) = a,r € X; CP) 


max — ¢°(0,A) = B,AE YY", (P*) 
称 (P' 24 (P) A) Rockafellar 对 偶 . 
在 关于 9 的 适当 假定 下 可 验 知 以 下 结论 : 
S.A see 4S" = 0 1); 
S**(0) =— S, (0) = 8 X a = S0). (4) 
VLC, © M1 uscsp Ailse ]>L EL ES |. 
3° 因 inf (x D= — p" (0,A) CP * A TF 
max inf L(x ,A) = BAE Y, 
其 次 ,车 plr, AA lsc, Mh 5.8-30i) 与 (3) 有 plr, 0)= 
gy CeO) = supl (x, a). 在 这 种 情况 下 ,问题 (P) 与 (P*) 在 $6 的 
意义 下 互 为 对 偶 . 另 一 方面 ,; 若 四,Y AR. pty. lsc MER p pA 
{P) 是 (P') 的 Rockafellar 对 个 . 
5. 8. 5 定义 FSCO, Mi CPB: A as. COx 
他 , 则 说 问题 (P" ) 稳 定 . 
利用 稳定 性 概念 ,在 问题 (FP) 与 (P* ) 之 间 建 立 了 异常 和 谐 的 
联系 , 以 下 是 主要 结果 . 
5. 8.5 定 建 (Rockafellar,1967》 对 (P) 与 (P'*) 有 以 下 结论 : 
(Dz 与 分别 为 (P) 与 (P") 的 解 且 = Bt toe 
KT, +p (0,4) = 0 . (5) 
SOA EIC 0 Sar DE L ARAL plr, + eh Vise). GD 
车 a 有限 , 则 (P) 称 定 污 (P*) 有 解 且 a=B->35(0) 是 (P') 的 解 集 ; 
# X.Y A Rph, lef AR, WP BESP)ARA eo p> 
aS. (OE MRE. GDE we 一 ce, MT 在 ?一 0 连续 ,9 
D, MMR; H p<, Arg" Cae AE u=0 连续 , 则 (P*) 稳 
*。166 。 


定 . 

证 (ti) 的 证 明 是 直接 的 (会 照 5.6.1,5.8.3), 

《ii) 只 需 证 前 一 半 4 5 5. 8. SW AC AS 010) 号 0 二 $00) 
十 S (Q=a+¢' (0,A}Ga=—¢' (0,A)=P. 

GDR PEM. oz.) TE y=O 连续 推出 SCE y= 0 
邻近 上 有 界 ; 而 .3 LS) =e>—o, Rw SCy) 必 在 y=0 邻近 有 
R, AME y—0 ES 4. 1.1, FAS (0 HO. 2.3), CPB 
È. : . gg 

S87 推 论 OX, Y È Rgds MW PREAARS 
(PORE AARS(P) (PO FBEA e BROCP)(P)#¥ARA 
a= POE BRA. GS zB (PIM. rgy E y= 连 
续 , 则 3 XEY' 使 条 件 (5) 满 足 ， 

E 条件 (5) 与 天 -了 条件 相 当 ( 在 一 定 情况 下 它 确 与 K-T 
条 件 一 致 ), 但 它 完 全 不 涉及 导数 . HEN repay E y= 连 
续 * 可 类 比 于 Slater 条 件 ( 在 一 定 情况 下 它 确 与 Slater 条 件 一 致 )， 
此 条 件 有 点 强 , 不 少 新 近 研 究 致力 于 减弱 此 条 和 件 . 

在 Rockafellar 定理 的 具体 应 用 中 ， 出 发 点 往往 不 是 某 个 给 定 
的 2, 而 是 某 个 给 定 的 “ 原 问 题 "(P), 关键 在 于 引进 适当 的 “扰动 变 

y 并 构成 MD By)» BEAR E CPO 38 “mings. 0) 
二 a”, 从 而 得 到 其 Rockafellar 对 但 (P' ). p KARS (POH ARR 
数 及 约束 的 特 福 有 关 , 是 一 个 鼎 带 技术 性 的 问题 . 一 些 典型 的 方法 
在 下 节 考 电 . 


$9 Fenchel 对 偶 


给 定 F:X>R,G:Y >R, H:Z>R,g:X—>Y h: X>. BBE 
约束 极 小 问题 
min[ Fir) + Gigi} + HAH] =acEX. 0) 
为 应 用 Rockafellar Hig , 4 A tE Bh ah 
a 167 + 


Mr yz) = Fir) + Gea) +y) + HO) + z). (2) 
在 关于 F.G Hgh MESES FURR ESE: 

IË GLH hilse], M oz, +. + eb[lsc];4 F.G.H.2 H,G 
Pe Pe CHK VSPA APP) Al) = Brb, Be pth. 

2e r+ App =F tigt ph, WA RRR: 

p Ces As = DE Ce, pO + G A +H Co (3) 
CGA DO ECX XY" XZ*). FHI Rockafellar M1 A 
max[— F; (0,A,4) —G° (A) — H° GO] = BACY, EZ", 

: (1*) 
3" 结 合 (2)(37 有 
g(z,0,0) 十 天 《DA =(PCr Asp) tt Tr COA HY — (0,094 
+ [Giga + GTA — AgCLYY 
O HDH) + Ht Ca — hla)’ ]. 
EX A = EEM G 8 3G, FEM § COBRA paT, 
0,0) 十 gr OLM=0' TSR | 
0€ alG.A,@ AC (ETI LE AACA). A) 
其 中 0E aPrG.A, Wel GE, Apa) =mi A, oll, w+ 
Ti: (C0,4, =D. . 

LHS Atzx ;A 二 一 PO (Crd, OCB § 8030), 0 
Pir, À D — GA) — Hw), x © De; 
| 20, 否则 . 

533 26 Ds, G,H PRE g(D5ACr) 连续, 则 p(x,，*，*) 
在 0:0) 连 续 ; 若 G' ASH’ WABI? @ A WOE u=0 连续 ， 
Ri p (ad, OTE uO É. 

结合 以 上 结论 与 5.8.6 得 出 : 

5.9.1 定 理 (i)z 与 人 ,和 分 别 为 (1) 与 人 1" MRE e= pA 
+00e(4 Rr (Oz, A mÆ ABA, SG. OA Ise). GDF 
AR WRES DARA =p; X,Y ARG. Hog 
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0, G APM AC) —Be—b,cisc p AR, WO DEC AR 
H «=p. DË a> —co,F,G,H.g¢ G&G BRM AG) =B o, 
42€D;:6,0 HE eke. UDB E; A Goo, 
J å, pG (AS HDA RA T: Awe u=0 ESM) 
Bz. 

坷 题 41) 有 很 大 的 一 般 性 ,其 具体 应 用 取决 于 下 ,G, 五 的 特殊 
选择 , ER F= +n G= H Spa (0E2Z), 则 问题 (1) 成 为 ; 

minf tr) = agir) OAT) = 0,2 € D. (6) 

注意 GC = dy: (5.8,2),H* =0.9 LC Asp) = fb Ag + whe M 
DE ADSL A, +d. (2)C3)(5) 依 次 成 为 : 


Fr) € Dygla) S— y Alr) =— 2, 
Az yz) = 否则 ， (7) 
{ee — Lr À y jA E YF, 
Cus Apt) zE (8) 
co ， 否则 ; 
Liz, À, g), E DAE Yj, 
ACLA, p) |- OO, TE DAEY+, C9) 
co ， rED. 
由 《8) 知 (6) 的 对 偶 是 : 
max inf LiD, A, 一 月 (ap E YIX Z", (6") 


RIE # (6) Lagrange WA 8 701°)! $ M=D eg iY_) 门 
ATO) ,不 难 验 知 条 件 (4) 现 在 可 写成 : 
F(z) = minZ(D,A,p); 
1 = 0 rA D E MXYLXZ’, 
这 正 是 $7 FHAD! 注意 到 C= 与 H=8o M H lscyG 单 
调 增 ,从 5. 9.1 得 出 : 

5.9.2 推论 Or 与 (4,g) 分 别 为 (6) 与 (6") 的 解 且 a 二 Pp 关 
+oS(IOR eG. A wR LIDXY XZ HRA. di) 车 a 有 
RU OB Eo 6 ) 有 和解 且 =p Ë X,Y,Z AR, Ge lsc.g 
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(10) 


i A lsc, D ih AC) ~Br—b.8 ARM (6 BOG) AM 
H e= 8 (ii) # 8 <0, CA pw) EYE XZ’. ua Hz 
sup[ u(x) —L Gr, p) 在 rs 一 0 连续 , 则 6°) 稳定 . 

注意 5. 9.2 之 结论 (10 与 5.7.1(i) 完 全 一 致 . 

AR Z=(0} ME EWR AME: CRA . 

| min[ F(z) + Gir) ] = «4,2 € X; (11) 
FARE HA z= FOr) +6Ce (Cry TC A =F HAR p (a, 
VST; u DAG OA), FREAD ARBRE: 
max[— (0,4) ~G*(A)] = B.AE Y", Cli‘) 
REDRE” A l 
0 E ArT, ÀA C Giela)), (12) 
其 中 06 arG ASM A Smin P DT AT (O,Q= 
0. HR, Al A Sra, AD LG CA) (cz EDs). FEA 

5.9.38 Or 与 4 分 别 为 (11) 与 (11’ ) 的 解 且 a= bA 
Fee Riu DE AG AHRA. BGC OH Isc). GDF | 
a A R MUIDBESUL ARB =p; A X,Y BR, FG g 
5G A pleo f AL ) 稳 定 污 (11) 有 有 解 且 e=ß. Gii》 © 
G a> —o,F,G,g 号,G 单调 增 ,I xE Dr:G E glx hese, W 
ODRE; 8 pco, 2:6 DARL @ AE u= 连续 . 则 
(11° Bee. 

将 5.9.3 用 于 问题 

minf(tr) = gg lz) SRO,TED (13) 
与 max infL(D,a) = B,AE Yi, (137) 
APLC + ,一 了 十 Ag 得 出 与 5.9.2 对 应 的 以 下 结论 : 

5. 9. 4 推论 Gr 与 4 分 别 为 (13) 与 (13") 的 解 且 zc 一 有 天 
too f(z) =L, ÀA) =minL(D,A), G0 € (Dg YY) X 
Yie@ ABLIDXYiM BA. GDF.: HR WODE ES 
(13" ) 有 和 解 且 =f: A XY AR, DHE lscsg BHE «le DAS. 
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PAR WOI RESIDE H =p. GDE >o, fsg D 
GJ tE D g0 Mde z; 车 8B 之 co, AEYisu Fr 
sup{u (z) 一 工 (zy 心 ] 在 x 一 0 连续 , 刚 (13") 稳 定 ， 
今 在 (11) 中 取 gt(r) 一 4zr 一 ay* 即 考虑 问题 

min[ Fir) + GOAr — a) ] = ar € X. (14) 
4& P(x, A =F (x) FA Arma), BD aA = F* (ae — A* A+ 
Ala). MUERA CLI BHO AO AE 

max[— F*(— A*A) ~G" (A) — Aad] = BAE Y’. 
| (14°) 

通常 称 (14*) 为 (147 的 “Fenchel WA”. 在 广义 的 意义 上 ,我 们 秩 
(1°) WC) & Fenchel 对 偶 . 直接 验 知 3.T(r,A)=aF (xz) 十 A 
{参考 4. 2. 5), 于 是 由 5. 9.3 得 出 ; . 

5.9.5 推 沦 。 (i)z 与 义 分 日 为 4) 与 (14) 的 解 且 em ps 
tos- AIEA ĀE TaS DE PD 
CORA. 8 CAB ilo). 《iD) 若 " 有 限 , 则 (14) 稳 定 会 (人 14” ) 
ARMA =f; E XY BERG OB lsc. f AR. WMA BES 
CQ ARA a=. Gi) e> o, F, G WA re Dr:G 在 点 Ar 
一 a 连续 , 则 (14) 稳 定 ;车 pco, AG ABBE FGD E us 
—A'A 连续, 则 (14" BRE. 

BEAOP FEX"', 则 下 "二 人 Bp); 代 人 (14" ) 得 

max[ — G*(A) — Ala)] = 8, A*A+F=0. aa) 
结合 5.8.45 5.9.5 可 建立 : l 

5.9.6 定理 设 FEX' ,GY 一 R PAA COR MGE 
与 A 分 别 为 《14) 与 (14)* HRH e=8eA i 十 FF 二 0 且 A= 
DGCAz — aS ADE Flr) +ACAr—a)—-G (AN BA: Gi) 车 
X 8&.DG Bid, |Ar|2Clr|(0<C=const), W(14) 314)" A 
别 有 叭 一 解 且 =£. 

证 AEG. FARAH cA’ DGC4r 一 ec 严格 单调 
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和 且 强 制 ,因此 有 叭 一 EX, 使 XDGCA z—a) HEE ATALF=O 
(3.3.8). 由 结论 (iD ,z 与 大 分 别 为 人 4) 与 (14) 的 解 百 e=8. AG 
与 如 * 皆 严 格 凸 55.8.4) ,从 而 (147 与 414) 的 目标 画 数 分 别 为 严 


Re a Sy ae a FE E. LJ 
若 在 (14) 中 取 A=id, X=Y.a=0, NB Ar i RR fale” 
minLF(r) + Gir] =ar E X. C15) 
(15) 的 Fenchel 对 偶 是 (参照 (4 )) 
max[— F*(— 2) — G’ Gd = Bu E X5. (415%) 
直接 南 5.9.5 有 


5.9.7 推论 Ge 与 z 分 别 为 (15) 与 (15” NMA a= 有 天 
boo Su E (—aF aD NI GENS mu) F(z) —G" Ce) —uG) 
A RS. GAH Isc). GUNS «ee AB MOD BE OAA A 
a=6;8 X ARFGABR lsc f RMS IBEOCUDAR 
Al a=. Gi) a> — co, FG hG HER ce Dr 连续 , 则 (15) 稳 
E E pao, GOARE GOE u= —u EH, ACS ) 稳 
t, ， 


10 线性 与 二 次 最 优化 


线性 最 优化 问题 最 早 得 到 研究 , 且 已 形成 很 完整 的 理论 ,至 少 
在 月 限 维 情况 下 是 如 此 : 它 的 一 些 方法 为 非 绥 性 量 优 化 理论 所 借 
鉴 .现在 我 们 感 兴趣 的 问题 是 :一 般 的 “ 非 线性 理论 "用 于 线性 问题 
能 导致 哪些 结果 ? 

DPB X Xt‘ Y,Y' 中 分 别 由 这, ,YY ,了 Y; 导 人 的 摩 管 记 
作 志 ,给 定 EX' ,考虑 线性 最 优化 问题 

minf(r) = a,Ax a,x = 0. . (1) 
DODAJ 5. 9.4. $X 5.9.4 MISA g(a) =—Azr—a LG, 
A= f(a) +ACAz—a),D=X,, 

infL(D,A) =inf(A*aA+ f, X>? — Ata) 
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_ {7 Aa), A*A+ FSO; 
law, 否则 ， 
A CHOKI RHA ME - 
max — Ala) = B, ATA + f0, A20. C1") 
HCL) 5) A RE. 分 别 以 M,N 记 (1) 
与 (1° ) 的 可 行 集 , 则 MAC acco, NAD B> o. 条 件 
“F =mi LED, A), Acg@)) =0,G@ AEMXY Li # RAM 
称 性 的 以 下 形式 ， 
‘(AAT— a) = ATÀ + fr} = 0; 
{on st (2) 
T Ar + yS ar 20; 
a Mary) = (oo, 否则 ， 
不 难 依 88(2) 算 得 . 
Sty) =inf (f(r) Ar Sa — yea 0} Hala — y); 
S, (a) To AD AAS EZ OBZ 


— AC f — u). 

BE aS (0) = — dala), a. (0) = a8 cf). A DLE Bie E 
5.9.4,5.8.6 i; 
«$101 定理 Os SASHA SCO "BRA e= pela) 
RES GAB LG ATE X4XYi EN BR: GDF MINAS, Wj 
《1) 稳 定 台 人 1 AREA «a= 8 一 一 加 (ec) 是 (1 7》 的 解 集 ,而 当 X.Y 
ARC }) 稳 定 合 (1) 有 解 且 e=s>ae( NEU) HME. GDF 
N4#@.4 2320: ArKe, A) DBE MAO. Ae. AÀ t> 
0, 则 {1*) 稳 定 . 

注意 条 件 (2) 正 是 线性 规划 中 有 名 的 “松弛 互补 条 件 ” 5. 10. 1 
不 失 为 一 个 漂亮 的 结果 ,但 它 并 未 达到 线性 规划 中 相应 结果 的 完 
满 程 度 , 因 为 有 了 以 下 更 强 的 有 限 维 结果 : 

5.10.2 定理 if X=R",Y=R",X 1 =R},;,Y, =R. # M,N 
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AQ WARDS 1 OF AR. BEA op; AMARNA, 
R15 C1") PEAR. 

以 上 结果 的 证 明基 于 某 些 精细 的 线性 代数 方法 ,这 些 方法 无 
法 推广 于 无 限 维 情 阅 . 

现在 转 而 考 虚 二 次 最 优化 问题 


min| = (Qz x) + w(x) |= mAT Sa, 3) 


FER Q=Q" ELX, X wE X, BE XY AR. f= 
27 {Qasacdtwlr) Lir A= frt A Ara). #2 O REE, T 
ZQURLS PAD AT LO DAR -RDA x, 它 决定 于 L 
(xsA=Qrt A’ At+u—0. BE 

min£ Cz, A) =L(Q'(— A*A— w), A) 


一 一 L 4A,PA) — (Ab) — c, 


Rh P=AQ? A’ =P* ELY Y), b= AQ wtasc= > lw, 
Q w) FH) Lagrange HA l 
max| 一 L (APA) —- (A,@> 一 e} = 月 ,4 站， C3".) 


注意 (3 ) 的 目标 函数 与 (3) 属 向 一 类 型 ,而 约 东 财 较 简单 .以 ME 
《3) 的 可 行 集 , 则 MEDS. AR. 另 一 方面 , 恒 有 >o 关于 
(DAI K-T 条件 是 ， 
Qr + A*A- w= A,Ar—a)=9; 
| 二 0. 
由 5. 9. 4G) 4S (2,48 LR. 
KT MB) UMMAH S BP RRA aS (0) = 
—dela).aS. (0) =aFw). 结合 以 上 结论 与 5.7.3,5.9.4 得 出 ， 
5. 10.3 定 理 X.Y AR.Q=Q ELIX X" MA wE 
X. Dz FAPHHAD FS" WMA c= RPS RYOG.AL 
2 Qzr r t+wladt+ts4,Ar—al tt XXY) LARA. GOA rE 
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(4) 


X: Ar<a, A (DHE, GORETE — 0a), MEO, 
GORE, (3) AES AR Po). 

定理 中 的 * 强 单调 ”条 件 无 疑 过 强 了 ， 在 某 些 特殊 情况 下 ) 可 以 
咸 弱 这 一 条 件 . 

5. 10.4 定理 设 了 =R*. Wz (3) 8 BRI. RA) 
= R", M A AER Cz. AEC). GIDE XSSR ASA, s 
Anha = lat aa): (2 AIRE (47,4 ERN OA E Az =a 
44iz 一 0 时 (QQz,z)>>0, 则 工 是 63) 的 严格 的 局 部 最 优 解 . 

证 GDh 5.2.6 推 出 ;Gi 由 5. 3.1 推出 . 0O 


$11 BAB 


DCX ABS oh. Ay RS Be EG a a ” | 
min|y —z| = dp(x),y € D, (1) 
LEX BE SH. 这 种 问题 在 不 同 的 具体 形式 下 出 现 于 多 个 领域 . 
(1) 的 目标 消 数 似乎 很 简单 ,但 即使 对 不 很 复杂 的 OD, fol ee th AT RE 
很 困难 ,深信 的 讨论 非 专 著 葛 能 尽 其 详 , 此 处 仅 从 应 用 本 章 方法 的 
. 角度 给 出 茶 些 疾 本 结论 . 

HU Pr Te C1 EY fF fe. 显然 Pa ARs 3 DAR Px RA A 
#.8X 8H CR dim span Dœ), D HW, Pr ~OG4. 1.10548 
FRE X PFAD jP: XD AMAR. 以 下 记 B=B, OC 
X, B' =B OCX". 

5. 11. : ZÆ BED, yED.. Gly E Prd «€aB’ NN Dm— 
yY'culy =n =ly—ar|] SvE (Dy) N O:vly— r) 一 
lel ly 一 x1. GDE D EFE, M yE Prod we ab D+ ;utr) 
=|y~r |S vE DIN Oho @) = [oliye] GDE X’ 严格 品 ， 
Nj yE PeO(D—yey— vr), 0. 

证 Wye Perea, ly—a2z|N(D~—v)}" AOS uE aB* ND 
— y)" uly g) = |y—z| (4. 2.2.4.2. 6), 0G). 由 (推出 
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cii). 
Gii h 4- 1. 10v E 3.2. 50D, yE Pr BHF 
O<ly— 2D y — zl D — y= (By — aa), D — y} 


=(D 一 yyy 一 工 )+， LJ 
5 11. 1(i) 可 表述 为 ;y EDRR SB 
maxtu,y — r) = Au € AB’ NM D oy)’ C2) 
有 解 且 8 二 dptz); 当 也 是 子 空间 时 (2) 成 为 
maxe(z) = Pu € 2B' N D. (3) 


C2) Be C3) ECL) AS SE ph Ot A TR. eH EES, 
1A ye EB oe es KX. 

5.11.20 # X Æ Hilbert = E, D ALM P:X—D X$ 
WATE LipP<1. 

证 Yzy Xi 5 11. 1G (Py Pr, Po) 0. (Pr 
一 Py Py 一 y) 之 0. 组 合 此 两 不 等 式 得 
OR (Px — Py,x — yp) — | Pr —Py|* < (Px — Py,z—y), 
FË |P2—-Py|=|c—y|. 由 此 得 出 所 要 结论 . L 

以 下 这 个 题 为 别致 的 和 铺 果 是 Moreau 一 个 Hilbert SEH 
EDHE CARTAT P HRE HA. 

$. 11.3 定理 R XARXA HX PRO DAADE, Dt 
={yEX: (D, y) 0), MBP rEX 有 唯一 分 解 一 y 十 z ,使 
atE Dt Cy sat), =0; HE y= Pr. 

证 E r=ytr BEB. D— ysy r) = OD, 
— r* j) 220, E y= Pr(5. 11. 14i T La R EE. 其次， 
Y EX, $ y=Pr, z" =r—y, MW r=ytz*, 

(Dz) =— (D+ y— ysy — 2940; 
0&0 yy — T= ysr"), = (2y 一 ,一 ya 0, 


这 表明 TED ,Cyszt 4 =0. Li 
注 # XÆ Hilbert $0, D 是 闭 子 空间 ; 则 5.11.3 中 的 分 
解 正 是 通常 的 正 交 分 解 . 
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Fi D AGM ce D. 邻 对 (1) 返 用 Rockafellar 理论 ， 
为 此 ,和 作 扰动 函数 
Ky) = |y— z — z| Oy) yz EX (4) 
BR gH isc.5 (e) =infKy,z)=dplr te) aS (0) ado (AR. 
其 次 ,直接 计算 得 出 
p (u,v) = splu +v) — vlr) + ês (ve) wv E X’; 65) 
Liyu) =— @ly,0) = vir — y) Ow) €E DX B"; (6) 
Sa (a) = inip" (u,v) = inf (suplu + vD) — v(z)) u € X*, 


(7) 
(5) 8 sp ff §-4. 201). (5) 11) BY Rockafellar MAH: 
max[v({a) —sp(v)] = fiw € B*. (17) 
由 yO) +e" (0,0)= yal tHsolo)—olr) tolyn (uv) 
iH: RAE My. O+e* (0,v) = OCB § 8) BHF 
iva — y) = lx — yloy E Dew € AB AN GO Dd". (8) 
(8) 意 昧 着 当 8=|z 一 y| 时 # 一 一 vw 是 问题 (2) 的 解 . 综合 以 上 结论 
与 5.8.6 得 出 : 
5. 11. 4 定理 DARED. My 与 5 分 别 为 (1) 与 (1")》 
的 解 且 =de y=yE D, f= |x- yii} u=—u 是 (2) 的 解 
S GDE Ly = wry E DXB LARA. OBE, 
ado(z) 是 (17) 的 非 空 解 集 上 且 Pde) XARA OAE E 
AS , CO) Ab CL) AY SE 3 $F ES. HE C7). 
下 面 设 D=spanle se" e Æ X Nn TSR ZED ye 
D. 34 X & Hilbert 空间 时 ,Pr Ær ED LRIEXRB. CAR 
AKARE. EX AR ES CCC) BP 没有 单 
值 性 号 可 能 有 很 复杂 的 性 态 . 在 这 种 情况 下 ,我们 希望 将 5. 11.1 
的 条 忻 上 其 体 尼 ,这 可 利用 "极端 点 " 概 侈 来 实现 . 任 给 MCX RR x 
EM 为 M 的 极端 点 ;车 它 不 是 M PERMAREHAR. 
5.11.5 引 理 yEPISF E BW mr( 坊 n 十 1) 个 线性 无 关 的 
7 * ]77* 


Be We AR u; 与 A> 0, fE Day 1 wD; aB* DA uj(y—2) = 
| 一 了 | 所 me) 

证  y€ Pr, Y=span{r,D:. H 5.11.1, EIB Np, 
“uCy— x)= {| y—r|. 由 Krein-Milman 定理 [75;1.7.3j,w|Y H Æ 
AY* OBS m(Snt+DtREXZARM AH DAS u= EA, 


A> 0; RM u BB RMA Blu |—1. Ae, lya ly 
2/8 uly) S| y— aE Cy — ae = ly ae | Spm). 道 
命题 直接 由 5. 11.1 得 出 ， 

车 对 B 中 企 何 几 个 线性 无 关 的 极端 点 wi SACR FEH 
ue =a Sine D PAEA z, 则 说 DD 有 “插值 性 质 ”, 缩 
记 作 (IP2. 

5.11.6 HW X=—CW).e(9) =f! Sista), M D=span 
lepen e ÆJ EKA <an 的 多 项 式 之 全 体 . B' 的 极端 点 形 如 
tEQGEJ) d: 是 集中 于 点 + 的 Dirac 测度 (参考 [202; 1). Oo 
让 1 ER, W h A Lagrange 插值 公式 知 有 了 唯 
~ zE D, 2@)=a,1<tan). X ERB DACP). 

5.11.7 引 理 # DACP), P:X>D 是 单 值 的 . 

证 we Prek=—1,2,M yr2 Cy, +5.) CPx, A 
Spm) A 5. 11. 5 E msn, Ma SPAR BR 的 几 个 线性 无 关 
极端 点 uy, BOP). A E — 2 OD, (211 Sin). 这 
推出 O= 2A, (2) = 327A, a. Bw m=nt 1. H 


ly — z| = aly 一 7 y Duy — 
与 winn l worl lys Assim 2 = 1,20 HE un 
x)= |y r| ASi Sn, 2). HOP) ,必定 y=. LJ 


现在 已 可 得 出 Chebyshev iB jt SEER PE 
5.118828 RX=C(CT),T ART, 空间 ,已 一 span te， 
2,0 M Bn HEP SH. CD. yE Dz 一 y 一 Xz, Gye Pref 
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在 m(SntlDtARW A 4ET F04e,€ER, Œ Zaje: (tj) = 0 
(lisa), [eG p)l=[el.a20)>0d1Sjyam);8 D ACP). 
y=Pr BomaHantl. GDE T=] e O =f Usa). BM y= 二 Px 
分 存在 分 点 0S <n ee Lan El, iz) |= le fozi) = 
(lr (En 二 tl). 

证 CU yO Prt, Àp pupu 如 5.11.5, 则 ui = Ej, Holst, 
互 不 相同 ,总 是 集中 于 1+ 的 Dirac 测度 . 令 a= eA; 出 ae Ct) = 
Ale lo>>0. Bia Ri AR E 

GDS y= Pr, MHA OQ Se Ce, = 1,040, E 
fep {= le loaz it m0, 

Dai = ati = l, 2an. (9) 


jel 
FRO SF BS 76 TEM (9 48 sence, = (—1)**?/sgna,.,, 于 是 
zipi) = sgne,/sgne, = (— 1) 1 gjanat. G 
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第 六 章 ” 变 分 不 等 式 


近年 来 已 成 为 重要 数学 分 支 的 变 分 不 等 式 理论 ,有 广泛 的 应 
用 前 最 与 相对 独立 的 方法 体系 , 非 专著 难以 论 其 详 , 本章 只 是 立足 
于 前 几 章 所 确立 的 理论 框架 之 内 ,从 单调 算 子 与 凸 最 优化 理论 演 
绎 出 蛮 分 不 等 式 的 若干 基本 结果 ,借以 明明 抽象 方法 在 这 一 领域 
所 能 起 的 作用 . 

ERAH X EHE Banach 空间 ( 较 精 确 的 结果 要 求 多 是 
Hilbert 空间 ) ,DCX AES A ae. | 


3 1 基本 存在 定理 


恋 分 不 等 式 (VIE) 的 一 般 形式 为 
TE Dfryy— rE — FOY yy €E D), €1> 
其 中 F,D-X", f: DR. 4 2c DRACO. RR z 为 VIE(1) 的 
解 . SAS ID =M Pp“ ye DARA VEX” 于 是 工 
是 41) 的 解 等 价 于 (参看 4. 2-1) 


re DOE Fx + af(ax). (2) 

GR >p M01) 32) 45> RA 
tE D: (Fry — r) eo Wye D) (3) 
与 TE DOE Fret Bes). (4) 


(3) 是 应 用 上 最 重要 的 形式 . 若 互 是 单调 位 势 算 子 , 即 有 凸 泛 画 p: 
D--R ,使 F= Dp, Wi x EORR 2) =mingly) (4. 2.6). 这 显 
示 出 变 分 不 等 式 与 是 最 优化 问题 有 自然 的 联系 . 

站 为 闭 上 是 锥 与 闭 子 空间 这 两 种 特殊 情况 是 常见 且 重 要 的 . 显 
Rr D £(3) DRS Fr: D-r) SPOS Fre D-r). 容易 验 
证 ;当成 为 闭 凸 锥 [ 闭 子 空间 ] 时 (D 一 2)" =D" NaH D 
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=D], FE 
61.108 BD AALS, W zE VIECDHR SARS 
ze D; Fr € D, Fr; = 0. (5) 
车 也 是 闭 子 空间 , 则 xED 是 (3) 的 解 舍 FxE D. 
61.208 £E FEA FER, D.R re De VECH 
解 当 且 仅 当 
(Fy,y — 22> > f(a fy Wye D). (6) 
证 A227 BOW FP RRS ' 
Eyy — x) > Fry — 2) > f(a) fy Wee D). 
R22 Ace DRE). WE COBO rtro CE (OD ye 
DR y 并 用 了 的 西 性 得 
(Fig + ity dy 一 工 ) BF) — fr + tly ~ 29) 
zf ir) — fly); 
& ty OFr Sf(a)—fty), BOR. {J 
FAAS 6) A ERE AT EH 
Aas (cE Do Jir) + (Fyn) Sf) + Eyd) h, 
而 f mllso] f+ Fy Slisc], at 6.1.2 得 出 
6.1.3 推论 6.1. 2 ERME, 则 VEDZ AREA 
集 , 且 当 f isc at ie oe Be. 
6. 1.4 命题 若 已 严格 单调 , 则 VIE) BEA — fF. 
证 2,2 BCD HRW 
(Paz — z) oS f(x) — f(z); | 
{Fer — 2) > f(x) — f(z), 
Ph HS Fr Frer) 0. XE r=. E 
AK ERR BS HSH RMHAH. EAEE, 
4 f AE lse H af RA RWG. 2,7?, 于 是 直接 应 用 3.3.1 FC2) 
得 出 ， 
6, 1.5 基 本 存在 定理 WF PPM KER. AFAR EE 
强制 性 条件 : 
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(CI zc € Dew E€ Jfr), 4 x € D, |x| > ot 
. (Fx t+u,x—z> > 0; 
4B Isc, I VIED AR. 

注 RIF FARR, EER RR XX" 
H"G.. p); H F=De.g:X—>R AB F 必 单 调 半 连 续 . 
AORERE NR ED: AAAH Flat + 
制 ”; 而 后 者 又 可 代 以 更 强 的 条 件 “3 XED:3f(z) 半 好 ,FF 强制 且 

lim _|Fz]/|2l<o0" Bx 3. 3.2.3.3. 3). 


zD, |z|— 


Fl dp CLA Isc 0E Boln TED), 于 是 有 

6168 RFRMAL KER. ARATE DFlat+ 
*。) 强 制 , 则 VIE C3) A i. 

不 依赖 3. 3. 1, 可 直接 证 明了 以 下 绪 果 : 

6. 1.7 定理 WE MAKERS re DF (z+ + Rid, n 
VIE(3) 有 解 . 

证 ”1° 设 久 二 R",D 有 界 ; 此 时 下 :DR" Be. 设 P:X>D 
入 35.11; 对 P(I 一 下 ) 腊 Brouwer 不 动 点 定理 得 zx 二 P(r 一 Fr) 
€D. 由 5.11.1(iii) 有 

(Fz, D > r=(D— Pls 一 Fx), Pix — Fa) — (2 — Fr)) 
之 0， 

可 更 工 是 37 的 解 . 

2 dimX =% D AR. V yED, 令 Sity) 一 {rED:(Fy,y— 
z)》 六 0D}， 则 SC) HH BA AM BR, SO) 2D eR 
(6.1.2). FFB ARR {y} CD, 4$ Y=span(y,}. 将 第 1 BEM E H 
到 

F.D NYCY—>Y',z Frly, 

SA rE DIY. yEDNY: (Fy, y—x) 20, FB rE NS). A 
(SC): ye DIBA RAK MH BRIM OS DAD. 

y DER, S D=DNB.00). HEBER, ï r KAKA 
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J a€ Das Faas Du — 242205 TK XE Day FE CP zn ta ZO, 
这 表明 {z,} 有 界 . SE n nc |r Y yE D, Mtb OR wAg + 
tiyr) E DF 
(Fa..y — az.) = iF YT > 0, 

这 表明 x, 是 C3) 的 解 . [J 

注意 6. 1.7 RSR FRR A DAF NTS RMERE | 
GX—R' DAF MAR FERRET. 

6.1.8 推论 i8 X % Hilbert SH],G:D~D,LipG<1,F=I 
—G RH, M FixG BIES RAIA. 

证 单调 (3.7.3), 连 续 , 且 易 见 ¥Y XED;F(x 十 ，) 强 制 ， 
于 是 由 6.1.7 WO) SHES. 613M SAh OP 
易 推出 S 有 界 , ATRAI FixG=S. BR FixG=FCOOCS. 
其 次 ,YY XES, 由 0 所 (Fz,Gzr 一 z+) 一 一 |Fzxl: 推 出 Fr 二 0, 从 而 之 
E FixG. _ CJ 


$2 二 次 变 分 不 等 式 


本 节 考 虚 二 次 变 分 不 等 式 

xE D: Ar— byn Jua TO y ED (1) 
及 其 特 款 (到 了 一 0) | 
x€Ds(Ar~—¢,D— 2) 20, (2) 
其 中 ACL(X,X"),bECX".f:X>R,D=D,. $ alzi y) = tAr, 
y) Wa:XXX>R E N tE A R. 通常 将 (17 的 堪 端 写成 
alzsy—a)— tbs y— r): CE rH“ RAR”. 

~“KEPRSRRAMBA HAE. BRS DE R.A 
关 它 的 理论 也 比较 完善 .首先 ,基于 上 节 的 一 般 理 论 容 易 建 立 ， 

6. 2.1 定理 若 4 强 单调 ,了 凸 .lsc HERA xrED Ay Ks 
则 对 每 个 5EX* , VIECL) A — r=), bt xb) Lip. 

证 # cOWAHER-RHE A 6.1.4,6.1.5 BM. a= 

* 183- 


zb), bE X* G=1,2), il 
0=[ftz,) — fird] + Efl) = f(r] 
(Az, — rs ©) + (AX, — bart — T) 
= (Alr, — 1.) — b + sst — T? 
{e Ala, — rl? + 18 — lle — als 
Epa BRER RRR ARS A). AMBH la nels 
Aq" |6,—&, | ,这 表明 Lipx¢ OSAS. L] 
对 于 VIE(2) ,结论 可 加 强 些 . 
62222 若 4 单 调 , 则 VIE (2) 99 9 IRE HAD 
有 界 时 (2) 必 有 解 . 着 A 强 单调 , 则 (2)》 有 了 唯一 解 zt5), 当 DD 为 闭 
AHELATE o 1+>x(5) 为 正章 次 [线性 | 连续 函数 . 
证 定理 的 前 半 部 分 由 6.1.3,6.1.7 得 出 .下 面 设 A 强 单 
调 , 于 是 (2) 有 唯一 和解 z(5) 且 5rrxt5) 连 续 . SD AM ME to, 
则 由 6.1.1 有 
tAz(b) — th = t[Ar(6) — 6] € D*; 
(AILE) — th,tr(6)) = (Aro) — brl’ = 0, 
由 此 得 出 zab) 二 zz Cb), BI (+ IEA MKB. eH T UE, 24 D 
WAFER x(，) 是 线性 的 . = 
62.30 BX=12'(),(2.)92-BE a m. 取 定 wEX,D 
rE X ru CX AMAR. A EXA 6. 2.2,VIE 
zE Dir —6,D-—zy)Sd . (3) 
有 唯一 解 2 (6). > wu V b=max{u.d}, HRA 
(a V b—b,y—u V 6) 
一 | @ = cy — wd BOW y E D), 


Pe 


Be ribu Yb. 
ENBE 4 单调 , 则 VIE(2) 解 的 存在 与 唯一 性 都 成 问题 , 在 
这 种 情况 下 , 考 虚 如 下 得 近 方 法 RAM BE LCUX,X*)S vE 
X'y >00, A 十 sB 强 单 调 ; 由 6. 2.2, VIE 
184 . 


z & DAr—6+ elBz — v), D — z) > (4), 
有 了 唯一 解 x, 现在 的 问题 是 :在 什么 条 件 下 ， ss 时 2.904 
(2) 5 FE? 

6. 2.4 定 理 RAMA; BCLOX,X* RAR VEX" ,ze 是 
VIEC). 的 解 . 则 VIE C2) ARO (ee > OUR Hs H ra>) A 
F Wael Om 2. EAFA. 

证 LAS if VIEC2Q RRR. ES, W 

9 KEHAT, — Az, — T) 
KeTTHA, — b,a 一 2) = (Ba, — v, ry 
g Braz) + |Bliz.||2l+ lelit ~ rdl, 
这 结合 BRRR ze OAH. | 
FOU ce 有 界 , 取 e 40, fr Br, ro D 
Ay — 4,4 — r) =lim(Ay —b,y— r) 

zlim(Az, — by — Ky) 
=lim(Az, — b + etBr, — v),y — 2) 


ZO y € D), 
可 见 2, OS (6.1.2). AS FBS AA c. 2.2, VIE 
ae $i Bzr — v, — r? So (5) 
有 了 唯一 和解 工 , 注意 | 
&, (82x, — Ur — Fy) =e (Ax, — bz, — 1) eo. (6) 
A DAA et (Bzr) H wise (4.1.6), M06) (Bev 
xo) 220. RN CB r-u, ro 2) 0 — ER (Ba, Brema) 
0; 因 此 roxy. BC Bz o Alr PCV x EX), ALSO, A 
lima |x, —z|? <lim (Bx, 一 Br.,z,— x) 


<lim (vy 一 Brix, 一 zr} =0, 


可 见 x, x. 国 x Fle MERA, 放 n= ZES(e} 0). 
« 185+ 


6.2.5 推论， BEX B Hilbert 空间 ,x 是 VIE 
zE D:(Az — b + er, D — r) Sod 
的 解 ,A4 单调 . E VIE (2) A MS ey ott r ERT COM e 
R. 

E A ME SR, SE A E HE”. I X 是 Hilbert 
FEN =NCA N; 5ND FAL P. QRAN S5 NAM E 
的 正 投影 算 子 ,P' 二 1 一 P,Q 二 J 一 Q. 关于 4 的 “ 半 强 制 性 ”界定 
为 : 

CH) Jaleo. IER:CAT TAP' rl. 

6-2-6322 WX E Hilbert 空间 ,4 一 由 CLOXOPAAR 
BCH) dimN cæ, Q (D) A. GF rsx E VIE) A = 
—2'EN. GDS D RAYE, ADA MS, DNN)X0. 

证 (i) 首 先 指 明 N= (x: (Azsx) =0}. BR Ar= 0> (Az, 
2)=0, E Axr z)=0, MV ER; yEX, A 

OR (Ata + tyst + ty) = Ar, y) H ECAY y), 
由 此 得 出 Ar=0. $ rer AOW G1. 4 之 证 有 (Az 一 
Ax’ 2! —a)220, AM (Are! srar = 0, Bi cz’ EN. 

(i424 fF x. Ml Ax 一 5E D* (6.1.1), FÆRA yED 

NN 有 
0s (Ar —b,y) = lr, Ay — (b, y) =— Oy), 
Xx HAA (6, DYNO. 

KKB DOMN, SEDAR, HH ARIE pir) a 
2 lAr a) hD E D ERBRD. Mz, € D, iE pirn) >A 
inf f(D); y,=Q! a B EE yoy RU Q CD A AT 58 AD, 
必定 ye OCD). y= 2c ED, 

Ax) = Ky + QT) = Wy) < limely,) = limglz,) = a, 
因此 pir = minK). & PME Ly} AA 

Fi (ye) EH ARB | ya | 00, 令 2% 一 zs/1y1, 则 由 条 件 (H) 


有 
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A|P'e.l’ SCA) = Zl y, TL) + Bx) 

= 2f yl “ipa. + Ory 9] 0, | (7) 
于 是 Pr, 0Cn oo), & T=P—OLN Q =T HP, TXQ XT 
NAN = (0). BA E25 OX =TXOP' XA 

[Ten]? = [Qz] — IP'z.l’ = 1 — |P'z,/’ ț 1a o). 

A Te, E N 而 dimN<co, Mt PMR Tx. 一 zEN,]z| 二 1; 从 而 
QQ CD). H r= y yE D, Mi) = Ch, y). A y 一 z= 二 
WEN, ZEN, W yE DIN, Bik (yO. E y= A yEN 
NN MM =Q y=0, 5 lel=1 FB. Eyo, A (6,2)9<0, 
TERS 


fim A | yn | | Pel? KT, fy, | 92.) + Qz) ] 


=(6,2) <2 0, f 
OS FB. 因此 {1y.} 有 界 ， L] 


S3 MAEA 


在 $1 中 已 看 到 , 某 些 YIE 问题 可 转化 为 方程 问题 , Rik. 
亦 可 考虑 将 方程 问题 转化 为 VIE AM, F F Ere A e 
问题 就 是 如 此 . 
ROCR 是 有 光滑 边界 的 有 界 区 域 . $ X= H'(0),Y = 
HD. E X SY 中 分 别 采用 范 数 ; 
lela = {lali + Teli, jel, = |Vel.teE Xv E Y), 
其 中 | 。 L? 范 数 . amj- ly 满足 Poincire KYM: 


好 | < plell v E Y), osse const, (1D 
sone om ave. 
d 
{ea Bales) FoF EAAS 
u= p, ENL, 
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FP ai CEL" ID, SEH ' GQ) ,ypE XX. 若 
mA inff J aoit EO.) E S'}>o, (3) 


则 说 工 是 椭圆 的 BEC’. kL 内 积 , 令 


alu,v) = te eet (cusv), C4) 
X*) ÎE alui = Auv) Ce ve X). BA we XE BVP 


义 解 ( 弱 解 ) 意 昧 着 (参照 § 3. 6) 


u — PEYatuv) = (fu Vv E Y). (5) 
令 w=u— p b=] — Ag, A GF: 
| we Y,(Aw — 6,¥) = 0. (6) 
由 6.1.1, (6) 40 BRS w 是 如 下 VIE 的 解 ; 
w € Y, Aw —8,Y¥Y —woSa - (7 


于 是 应 用 6.2.2 于 VIE(7) 可 建立 : 

6. 3.1 定理 RRDP E, inea > mpm, f TH 
K (334501). BVP(27 有 了 唯一 广义 解 . 

{Av ,vy = > [a oe | + fev, pv) 
sem | Vue + Alvde 
F AZz0, A Ave) em |v [$e Ol A> — m/s, ADA 
(Aviv) 2 Gn + AB |uli.m + AP > 0. 

B24 > 一 mA/B 时 4 7 强 单 调 , 于 是 由 6.2.2 知 (7) 有 了 唯一 


解 , 从 而 (2) 有 了 唯一 广义 解 . O 
6. 3.1 特别 可 用 于 BVP 
— Au + de = (CE OK) ula = p (8) 


对 于 Lu=— Aut iu, KODA m=1,F Beh 6.3-1 € | 
6.3.2 推论 EH (M, pE X, A> —1/8. 0 BVP(8) 有 
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了 唯一 广义 解 ( 参 看 3, 6. 4). 
现在 将 类 似 的 方法 用 到 Neumann 问题 
一 ar 十 如 一 了 EGA; 
| (9) 


che 
Dr = ø, 在 32 上， 
其 中 fpi 6.3. 2,00 3/31 A 弛 的 外 法 向 导数 . 令 
ACHIV) = (Vu, Vu) + Au, V); (18) 
(Ev) = (fou) + fode, (il) 
wi 


Hh do ik aN Kita] 维 ) 面 积 元 . 直接 看 出 EX ;而 由 前 面 的 
HiH alust) = tAn YY ave X), ACLI, Xt). 约定 所 天 
是 BYPC9) 的 广义 解 当 且 仅 当 | 

alu,v) = (gv) v € X). (12) 
A— 742 FA SG R BSS AE BEY. (12) 意 
Kt u 满足 VIE 

u X (Au — g, X — u) SO. (13) 
于 是 类 似 于 6.3.1 有 — | 7 
6. 3.3 定理 若 必 >0, 则 BVP(9) 有 了 叭 一 广义 解 ， 


证 VvEx,8 
(Avv) = | Voli + Aleli = min{1,a} luk, 
可 见 有 A 强 单 调 , 于 是 由 6.2.2 得 所 要 结论 . Ll 


注 B * 一 0, 则 BVP(9) 可 能 无 解 ; 即 使 有 解 也 未 必 唯 一.，. 

《7) 与 (13) 的 约 东 和 集 都 是 子 空间 ,13) 的 约束 甚至 是 平凡 的 ， 
这 都 不 是 VIE 的 典型 情况 ,因此 以 上 讨论 还 算 不 上 VIE 概念 的 本 
质 应 用 .下面 考 磋 一 个 带 不 等 式 约 束 的 BVP, 它 导致 具有 非 子 空 
Be VE AMEE VE 概念 的 本 质 使 用 . 


考虑 问题 (<9) 的 以 下 变种 ; 
— Au+ Au = f, fe; 
om My mn” Pl a ’ > 
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其 中 fie ih 6.3.2. Rue X HUD LMF 
aluan) = (geu 3N SO; 
alu,v) 2 igu) S v € X lnd, 
其 中 a,g 分 别 依 (10) 与 (11). 令 D= (u€ Xul), N DCX 
A SE. RR 6.1.1 看 出 ,(157 恰 好 意味 着 2 满足 以 下 VIE: 
u E€ D: (Au — g,.D— u) >À. 
于 是 如 同 6.3.3 一样 有 : 
6. 3. 4 定理 车 4>0, 则 BVYP(4) 有 了 唯一 广义 解 . 


$4 障碍 问题 


设 间 ,X,Y 了 如 上 节 , 定 义 ( 和 参看 § 304) 
aluo) = Des See uve X, £1) 
其 中 ap E £0) (1 Si, jin). E alust) =(Ansvd,AECLCX, 
XO). Sse EH OUD, pex. 4 VIE; ' 
2 € Di (Au— f,D— nu) 20, (2) 
其 中 D = {tu E Yuu >p. (3) 
车 az=ag, WM ASA, FE Au—fHE Cu), WA EG) =2 ale, 
u)— (fu) (uE X), Bis A RT u FE (2) RESE) = minE 
CD) <4, 1.10). 特别 ， 若 A——A,M aluv)=CVu, Vu); Hj aE D 
EA Su (E EGOS | Vuli ifue) aE DDR. 
VIE(2) A AN FH A: K Fh eo) PER 
周边 圈定 在 N E EAEE TEH v u 满足 (2? 时 位 能 
Ba) BAS. AWRA z= plx) Pr FB WO TG BR Re eo a ps BE EL AS a a a 
称 为 “障碍 问题 ”, 它 是 导致 变 分 不 等 式 概念 的 典型 问题 之 一. 
DD 的 定义 式 (3) 涉 及 义 中 序 壕 的 准确 含义 . 
6.4.1 定 义 fESSCOUEX BRE wEC CD) 使 得 由 
Coda cE $8), (u ula kaco), ME S bao. Se 
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(15) 


uw} Soe0;4 DOC | 五 演 0) 就 写作 wo 0. 
SAKS lu X:uj/S20}% X PRAM. EEX PRA 
+ FF Ss. 2 supe =inf (pru sp}. - 


6.4.2 命题 H SChuEX. OF ulS 20, WH S E ulr) 
0a. e. 4 SAn RA. (i) 若 uC YM wcr) 守 0,a.e. © 
J wEY NC O00 H |u — u| y0). 

证 明 二 直接 的 . 

以 下 设 plan Kil 六 二 pV 0D, TË DCX BASSAS 
Æ. 直接 由 6. 2.2 得 出 ; 

6-4.3 EE Am>0,m fk § 3(3), M VIEC2) AE — 

fH uCX.2€ RGF zc HRV 4S pEr Y, BB (a 
HIVE, pir, Wik ul 2) >0;A8 MEST ESETONA (x) 
> O02) =p lSuse HH ua) Soe). Be B VECHJA, I 
称 . | 

Ia) & {x E Autr) = pry} C4) 
yu OUR”, 障碍 的 作用 体现 于 贴 合集 . 

6. 4.4 定理 Bu 的 VIE(2) 的 解 , 则 存在 人 上 的 正 测度 pz, 

48 suppu), H 


(Au — fv) = f ancv very). C5) 


证 # 0<vEY AM utveD, FÆ 
(Au —~ fv) = (Aun — Jsu t u a Sa, 
可 见 Au— f Æ Y EBS Ee HE A. 由 Riesz 表示 定理 [75;3. 4. 5] 
GEM CAN CY) ,存在 人 上 的 正 测度 rr, 使 (5) 成 立 .余下 只 要 证 
suppyCIC) ,为 此 只 要 证 在 开 集 人 NTGw) 内 4z 一 上 作为 分 布 ) 为 
Æ. {E 2, CON Cu), Kr 0, pE CTB, E (ao) > H le 
— p— p) | B.r) 20. Yv ECT (B, (zo)), 4 5 让 0 充分 小 时 在 
B, (z0) 上 utevieet-¢/229,F# 
OS (Au — feu bw u) = + ef An — fv), 
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这 推出 An 一 fu) 一 0. 因此 在 OIG) A Aw— f=0. E 
6. 4.4 之 绪论 可 表 为 更 富 启 发 性 的 以 下 形式 : 
Iu=ftyp, EAH; 


6 
Lu = f, EN Ga) A, 6 
a Ai 
其 中 Lu =— 5 ACEA (7) 
4 To=, M u Æ BVP 
Lu = JCE Q ÄAJ ulan = 0 (8) 


AP AR. AT R TOAT VIEC2) 5 BVP(8) RŽ 5. 

uO X34 0w Y hf Au— fn 0, WiK u BLS ER, 
LWG). 

64.5 ÆR i m>0.m iK § 303) .u Æ VIEC2) HR Æ L- 
f EAR upv aT, Wl uv, | 

证 $ w=min{e.v}, AWE w= u. E vl atc 推出 wlan 
=0, H wey Ail #6 D,FE 

(Au — fw — u} = 0. (9) 

由 0 所 一 tw HE Hy (Aw — f suw) 220; BAO) RC Au — Av, w 


—uw> 0. §— FW. 
av — u) dw — u) 
(Av —Au,w — u) = Ea a 一 < 
=> jew atu — u) ay 
和 ae dr: 

=a {w — t, eu) mlw — ult, ， 

因此 有 w=u. C] 
6.4.6 Ei 车 是 VIEC2 ORM P =50,m>0,m 依 

§ 363); :SAsupp0, M usp. 


证 REEE v= E L-0 上 解 . o 
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第 七 章 ”临界 点 理论 


在 给 SEC CX) MK Euler 方程 ”f' (2) =0 的 解 为 了 的 临界 点 ; 
临界 点 可 能 为 极 秆 点. 鉴于 Euler 方程 在 数学 物理 问题 中 有 普遍 音 
义 ,无 论 临界 点 是 否 为 极 值 点 ,都 有 重要 研究 价值 . 临界 点 理论 的 基 
本 课题 是 ;形成 系统 的 方法 ,用 以 判明 给 定 泛 函 的 临界 点 是 否 存 在 ， 
可 能 时 估计 蛋 界 点 的 个 数 并 指明 其 分 布 状况 . 这 些 问 题 的 解决 依赖 
于 对 “水 平 集 ”f, 一 {zr:f(z)<&a} 的 考察 ,基本 原理 是 :车 a 的 变化 引 
起 六 的 拓扑 结构 发 生变 化 , 则 意味 着 临 恰 点 出 现 ， 鉴于 问题 的 拓扑 
本 质 , 一 定 拓 扑 工具 的 使 用 是 不 可 避免 的 . 


$ 1 Banach 流 形 


临界 点 概念 本 身 是 遍 部 的 ,但 临界 点 的 分 布 却 是 一 个 典型 的 大 
范围 分 析 问 题 ,因此 只 有 在 无 限 维 流 形 的 框架 内 才能 得 到 完整 的 处 
H. 本 节 概 述 有 关 Banach 流 形 的 基本 用 庄 , 它 们 在 现代 分 析 中 基 标 
准 与 通用 的 (参看 [108,201,203]). 

7.1.1 定 义 设 M 是 一 仿 紧 Hausdorff 空间 .车 存在 一 集 多 一 
{(Ue@):0€ A), BB: QOU.CM AA M= UUs Da EMU. B - 
某 个 Banach 空间 X. HIF FR aU. LMM Gide EC (Ce, PE 
A), MRM, DAU D 为 图 册 的 CBanacah 流 形 , 称 

P = {VpB U (Vo) } RGD (011)) 
AOE RAC GH HEAV, DEW HM EHM, rev 时 说 
CV pit M tE x Shi. 

DAP BABE 1. 当 M 连通 时 ,可 指明 7.1.1 PSX, A 
AHA. 为 简单 起 见 , 假 定 XđSX ILR M 为 XE: f R"- 流 形 为 
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n 维 流 形 . BAX EHE Co RMB CX iD NALA. 

以 下 设 M,N 分 别 为 C' 的 X-RBS Y-ii Bz. 

T1I2ER 设 了 .MN 车 YY cCMLGE MLA LDS 
N 上 的 图 (V ,加 ), 使 ZzEDU,JUCV ,gj ECAR S A C AiE 
作 fECMN). ÆJECM, NH SECON, MD WK FAC 
AR; 2c DP CD 记 M 9 A5 C HRS. 

BR, SMY #CRHOV TEM FEM E HAU, 
9 fe 'EC;U, pE M ELACUCM 与 pgUCX 为 开 集 且 pg:U 
=p U H C UR. 

HU DSW. M E x HE. EX. HE pi 
Crp Megs Ge)! dE. Wir. p Fe (a. POM~ SHB, EH 
全 体 记 为 T-M, 称 为 M HE r NUS HR TMA UTM 为 M 的 切 
ARR TMM [rp E] mer YARE. 在 TM 中 采用 由 双 
射 EhrLzp5j 诱 导 的 拓扑 向 量 空 间 结 构 ( 它 与 史 的 选取 无 关 ) ,于 是 
T-M 是 拓扑 同 构 于 X 的 拓扑 向 其 空间 且 可 度量 化 为 Banach 空间 ， 
TM 则 可 惊 自然 的 方式 定义 为 一 个 CC: 类 的 XR BARA 
不 必 考 虑 . 

71-3% 设 AECrCM,N),zEMy= rz), 称 喘 射 

df T.M > TN, [rp] [yep fe) E] (1) 
H F E oe PR IE di). h df ITM =d: re MRE 
PEM df sTM-TN AA S RRR. 

可 验证 (1) 与 od HER BH, A df C L(TLM.T,N) dIE 
CCTM, TN). 4 df. PRR NRK 为 广 的 临界 点 ， Sf H 
aE sae yEN 不 是 Sf MH, ER y 为 的 正则 值 . df. 为 
浦 射 且 是 核 型 的 ;, 则 说 了 在 工 为 淄 满 (参看 5. 3. Df ARRS E 
每 点 cM HMB. BV rEM: df. 为 单 射 且 是 值 开 的 ; 则 称 耻 为 深 
A. ` 
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wT: M2ACT.M) AME zc MMSE. A SECME 
(MRD) dE TIMG@EM) sc Æ J WR Rods. =0. E ge 


CUM) I 是 实 区 间 , 则 称 g 为 M ERC 曲线 , 称 g' Gdg, (d/ 
dE DA g 的 切 向 量 , 此 处 d/dt 记 RR 中 的 单位 向 量 . 
LEC UMN) ,gECON;,N'), 则 可 验证 “ 链 规 则 ”， 
dig © f(z) =dg(f(x)) -dfx E M, (2) 
或 简写 作 dtg 。 让 一 dg e df. 

设 MCN,i:M>-N BEAR. ZINC RA MAMAN 
MC RATHEE: Si BC BAR HBIRACH MEN 的 拓扑 
子 空间 ) , 则 称 ; NCRABR MANE C FRB. MEN 的 
C FRBNY ce MAN 在 xz 处 的 图 (7 ,四 ) 与 分 解 Y 一 YDY,, 使 
SMV EY, 中 的 开 集 . 可 证 明 若 N 的 子 集 M 有 上 述 性 质 , 则 必 

WER MAN WC FRE. E i M>N EC EA, <EM, D) dż: 
T-M>T.-N 是 连续 做 人 ,通常 等 同 了 -对 与 di,(T,M) 并 认定 ,MC 
T.N. FA BEMBC BATRE.V «CAN B:T.M=T.At 
T.B WAS BRR. MMF FRB M 的 Cr FRB. 

TAPAK h- EO PRAT PAE LF 一 标准 的 结果 ( 通 党 称 为 
“ 核 与 象 定理 六 

7.1.4 定理 设 fEC CM,N). GD 车 yE fCM), SHER A KE 
fo y ARRS yE MHC FAE, AT: OANA) (zr 

Ey. GDES EC RACH SEC BARBARA S 

(ADEN RC FRB. S:M>PADE C ARE. B Tia Mdf 


TM CE M). 


证 明 是 隐 函 数 定理 的 标准 应 用 ,从 咯 - 

7.1.4 特别 用 到 SEC UD MRE. F > BS IEMA A Az 
TOES, USEA LDAEBM. AW AE MEC FRB 2 
EAT -ASNO DE TMHRAFT SH KREK AA M PR 
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曲面 . 例如 , 设 X Hz Hilbert 4), f(2d= jz], W fEC"CXY),1 BS 
的 正则 和 值 , 于 是 SS 全 产 ?51) 是 和 中 的 超 曲 面 .Y ES, 直 接 算 出 
-f{G@)=2, FRET S={r}+ REBRES E x HOH”. 

利用 7.1. 4 BY RE PE a SB RO. 2.7). 

7-1.5 H WD ECCX) AEC.) M= DAA., AE 
M LARW. UM EX WCC FRE. SIMEC GEM 是 SIM 的 临 
RSJ KEZ fC) po kh! (x). 

证 由 7.1.4,M 是 多 的 C THE ANBAR i: MX Æ 
CH. FR SIM=f ic reM, Wc BSiM OR AOU 
IM} = df, © di, = 0S åf, |IT.M=00T.M=N(h' Cr) Cc 
NOG GNSS a) ENA (DLS RA NSI pgEZ' f (x) 
=p e lh’ (x), E 

7-6 Æ 车 EEC Ta 2+ E=id, MPE E WH MEBC 
HRH. Beil MEM EMC HA.O€T.g(D=—2z.2' = 
EGE WK g 为 过 点 xz 的 积分 曲线 . 

在 本 章 中 ,与 所 考虑 的 泛 函 相关 的 一 定向 量 场 起 重要 必用 . 求 给 
定向 攻 场 上 的 积分 曲线 ， 相当 于 解 波形 上 的 自治 微分 方程 x' =é(z) 
{通常 称 为 “ 场 微 分 方程 站 ,在 局 部 范围 内 ,问题 可 转化 为 解 一 个 
Banach 空间 中 的 自治 徽 分 方程 ,而 这 有 成 热 的 探 准 结论 可 用. 

7.1.7 定义 设 j "1:TM 一 R4 是 一 连续 函数 ;¥Y eM, |- | 在 
T-M 上 的 限制 1*!; 是 一 与 TM PRIA ERY 21. ce 
M AA ME rHRRU 5HE TU—>=UXT, M, RV yEU:T,M 
{y XT.M ERAK, H 4 7ET,M H NEE by} XT-M Bt K 
lyh sli hS MRA M EM Finsler 4; KEM T 
Finsler 结构 的 Banach MJE % Finsler MJE. 

可 以 证 明 ,?7.1.1 意义 十 的 Banach WWE T EA Finsler 结 
H. 车 用 是 区 (或 任何 Finsler RBC FR. MET T-ME 
Ar) 上 有 自然 定义 的 范 数 |*|-, 且 由 此 得 出 好 上 的 Finsler 结构 . 本 

+196 。 


章 并 不 用 到 Finsler 结构 的 具体 构成 . 

E 六 是 一 连通 的 Finsjer WÉ, rye M, E MERC Hi 
gtt)(a<ex<b), Ht POREN OLER BL AL |e’ Wld 为 g 的 长 
度 . 定义 

diz;y)=inf{LoigBbM EMA x By EC Ae), (3) 
则 可 证 明 a 是 M 上 的 度量 和 且 与 M 的 拓扑 相 容 . 4d 为 完备 度量 时 
称 M 为 完备 的 Finsler HE. l 

在 本 章 中 ,总 假定 M 是 给 定 的 Cr 连通 多 - 流 形 ,r 大 到 足以 满足 
行文 的 项 要 ;MM 上 已 给 定 Finsler 结构 |:1, 且 || 已 导出 一 完备 度量 
d. 


§2 th %® FY 


给 定 SECU WK 记 了 的 临界 点 之 全 体 , 令 M=MKE M 
将 一 直 保 持 这 些 记 导 ), 显 然 订 是 的 开 子 流 形 . 临界 点 理论 的 基 
本 问题 是 ;f 是 否 有 临界 点 ? 悄 有 临界 点 其 个 数 与 分 布 如 何 ? RE 
BA A ES A OK ERO PA fl) Sa) WER. BS 
a 变化 时 A RERA N ;的 拓扑 构造 必 随 之 改变 . 因此 考察 当 
a 递减 时 f 2M PMR BAKER ADA. A MX N XE 
Hilbert 空间 , 则 考察 /, 沿 人 负 梯 度 方向 之 形变 是 最 自然 的 . 对 于 一 般 
的 Banach 流 形 M, “RE d 不 再 定义 出 M 上 的 向 量 场 . 地 而 ,有 
Palais 发 现 的 所 谓 “ 伪 梯度 ”可 以 替代 . 
721x 车 入 上 的 CC-* 疝 量 场 满足 
EOD |? << | df’ << df Dr EM, U1) 
则 称 上 为 了 的 伪 梯 度 场 . 
RRA | 
o< 2 Ftz)| [dfn | < Flair € MD); (2) 
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(df (x) ED [dF Ce) | Er) | S 1/2Ce € MM). (3) 
直观 上 (2}(3) 可 解释 为 :就 模 与 “方向 ”两 者 而 言 ,f(x) 与 df《x) 的 仿 
差 都 保持 在 一 适度 的 范围 内 . 注意 在 Hilbert 空间 中 ,é 一 了 使 (1) 自 
动 满足 . 
以 下 结果 使 得 采用 伪 梯 度 是 可 行 的 . 
7. 2. 2 定理 (Palais[133],1966) 的 伪 梯 度 场 存在 . 
证 RM= X 的 情况 给 出 证 明 ( 一 般 情况 的 证 明 并 无 实质 不 
同 , 只 是 记号 更 复杂 些 ). 
1" 局 部 构成 . ¥ rE, WEDE EIES, (zr)， 
pa DVS (2/3) |f' (|. 9d = 03/29 L of) WRB 
4 | pad |? < JDE < C Cr) Cr). 
由 连续 性 ,有 z BT V CX, EG 
Aaa P< [flit (ye W y EV). (4) 
2 整体 构成 . H X 仿 紧 ,有 又 的 局 部 有 限 开 覆盖 1) ,使 得 Ya， 
3 ER UCV a, & gx) =d l,U) MM Lipe S1 sgU = 0.  g 
=> g o WA D e 局 部 地 为 有 限 和 ,必定 gEC' OCR) ;其 次 显然 g 
D0. $ h= gg M AEC CRS), Shl EM 
E(x) = Saya.) x E X. - (5) 
任 给 cE XK Alc) 40. c€U.CV,. 这 一 方面 说 明 (5) 之 右 端 局 
部 地 为 有 限 和 , 检 而 SEC KN,X); 另 一 方面 ,结合 (4) 得 出 : 
EA 
SIDDI OIF | | 
= |E D = doa | f(r) |? - 
< Ae) (2), 9rd) 
= (f'(x), flr), 


这 表明 是 天 的 伪 梯度 场 . 口 
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的 伪 梯 度 场 显然 不 必 是 唯一 的 . 在 本 章 中 ,所 需要 的 是 伪 梯 度 
场 存在 这 一 事实 ,而 其 具体 构造 并 不 重要 . 

7.2.3 定 理 设 是 MM 土 的 Cr 向 量 场 , 则 存在 开 集 WCRX 
M 5€ CW, M),W= UTX {z} T= (ar, b) oR LL 
oo, FRY rEMi lO cde E its DRAB HR, E Loomi: 
— tols ttr) =al atr) Gs HEI). Esap Ee) |<oo, M W 
=R XM. 

证 FA REM BRM E x HAU p. WETU) =pU 
XX, Mide. (EU): pg ECU, X) 将 标准 的 微分 方程 结 
论 用 于 IVP | 
y = yy O = ¥ € GU, BD 
得 出 8ECC XVip D0) a= (— 8,8) ,8>0,V, E Or) HBR, 
Y vyEViy=00- WH OBL AHR—B. > V= Vam Ct, 
x)= POG, KI), MM cE CU, XV.) 00,2) =z, 


| fo0,2) = dp, Kx) = Foa, x)), 


Aol: rE eo x 的 积分 曲线 , 且 必 是 fur XFL EMH 
一 积分 曲线 . | | 
任 给 cCM h ERMER Sic DAR o. RAMA 
XA T= Cay Be) 1 ~ OSs LOO > W= Ulex [ets 
altt) = eO GD EW), ARS a WM oa oe ,XT) 是 过 的 
BAERD HR. Ab Rea oGti.z) =oG,c€, 
IDSs HEL J Luohti BREMEREW FA CECW, 
M). 令 
Wo = (G2): A a,r) HRW, CW ft o|W, Ee}, 
RRE WwW. bhELE SEM (O}XMCW,. & WW , M E Cto 
2QEW\W BBE tomini t> 0: tst) CWo} s DE to 0. Rr 
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Oty» zo) HY Bik V 5 o> 0. Ty XV CWo. By 8/3 <2, Ltr 
alho EV. AG cICW RA co ASR Ve KV OCW, A 
60 VOCE AM (to. 2%0) € C4, +25) XV, CW, BF MB. 

= esup| E(x) j<ioo, M24 a.<cr<ir<cf, 时 


desc TI oiT, TY) <fi $ (5,2) lds git — T}. (7) 
由 此 推出 p= oo CG ACT HEL o (8,-0.2 FES I. 的 极 大 性 牙 
EE); ie—=—~,AikW=RXM. 加 


通常 称 7. 2. 3 中 的 o 为 上 决定 的 流 , 称 OC r) W E a 
4.2 W=ERXM, Weel, « }€ Homea(M) ,os=ggtt,s ER). 


£ f(z) =— (df att,z)) €(at,x))) 


<— dfr <0, (8) 
可 见 SERRO 2) (cE EA PR RERAE SA OK 
事实 .不 过 ,要 使 上下 降 不 致 太 慢 , 须 对 地 附加 某 种 * 紧 性 条 件 ” 
7.2428 GM SOAK [df C) |>0 HE (zak 
mF Al, WW 6 HEA Palais-Smale # {4 (LI F fH RWCPS)). 
7.2.5 AM 设 fWEPS).c<b,Ka=KN SF [e,6]CUU 
CM F. M KaK r>o.e 
inf{ [dF CD fiz E Gle — orb tH rD > 0, 
证 直接 由 (PS) 推 出 KER. 车 所 要 求 7 不 存在 , 则 有 TES! 
[a—n"' b+ DWU; |d fla.) | 一 0. 由 (PS) 不 妨 设 ,一 zt, 则 显然 工 
E€ KaU. HHFA. . C] 


$3 形变 定理 


本 节 中 设 SEC CME CPS). HHA leb] ECR, tE Ku=K 
+ P00 >» . | 


NF Lab] KKNI a) ff oa] KES MIRA 
集 . 这 些 记号 在 本 章 中 将 一 直 保 持 . 

A 是 一 拓扑 空间 ,BC4,AECC7IX4, ARE hid, h AC 
Bah B=id VW EJ) WHA BM A BB BR a, BO OA 
的 强 形 变 收 缩 核 . 

本 节 的 主要 结果 指明 ,车 K=O A Bf 的 强 形变 收缩 核 ， 
所 需 形 变 沿 负 伪 梯度 场 的 流 线 实 现 ; 进 而 可 指出 fs ARR Ff. 因此 ， 
一 旦 发 更 fs RAF fo, BPO re 广 iLa,56j 含 请 的 临界 点 , 临界 点 
理论 的 基本 黑 想 万 源 于 此 . 

以 下 取 定 六 的 伪 梯 度 场 &, 设 o 是 一 & 的 流 . 

7.3.1 引 理 &Ki= Saco), MY TE 广 '[a;5j; 存 在 唯一 p 
=plasr) 20, E fle r)) =a; A replace ER. 关于 ot58,x) 有 

类 似 结 论 . 

注 pla DRIE “从 工 至 广 !(4) 的 到 达 时 间 ”. 

证 ody 7.2. 5,e-Sinf {ldf(z) exe f[a.6]}>0. RE rE 
Fab], rO =o, 2), 2(0, 6128 x(t) 的 极 大 正 半 定义 区 间 . 
Helo ANDE Lab] Hl 


COELO-  @M 
(参考 8 2(8)) ,于 是 
ad 
Be < — f E fde Lb — a, 
BEL B<loo, @ Arac WAS 8103), 8 ADA 
dirir) ri <= f lx’ (s) lds = f jF€r(s)) fds 
= ?| ldfCx(sd) |ds <= ela — of [df rd) |:ds 


Sa —of Erea Te <2 VO AED, (2) 
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这 推出 se C—O. SLO ORRAKFH. REA E058): fG@ 
(r<a;MMA pC (0.7): flre(o—a. HS 2°28 fire) PBF 
降 , 故 如 上 的 唯一 . 对 方程 f(s (pn,x)) 一 a 运用 隐 范 数 定 理 ( 因 只 
喜 局 部 地 运用 隐 函 教 定理 , 毗 可 认为 问题 是 在 Banach 空间 中 考虑 )， 
{R polar) X} r 连续. LJ 

AF tla dJICRe<DBREH. 
了 .3.2 定理 WK.=-O2.WHEM SAS. 的 强 形变 收缩 3 当 
KA '[a,0O = Økt fo TBR M. 
证 topla, IÝ T.31 EA 
Az) = 全 zE Sai (3) 
Opals £) t E fs 7, 
Swi ATX i> Sf, 连续 . 7.2.3 57.3.1 DA RB TX 
J la J EEH, AW R AiE AREA A Gor) EJL ER. 
Be 2eIXK Sf) M 
DAG 2) AoT) ) SE dro Tr) + dlr hx) 


Ldr) 十 | IEC) lds £ dlro) + 2 VEET a), 


其 中 p= pla.) BARSA). M ERN h Er ER. 

KOS Maco D, WED PLA M R fy MB) hJ XM 
M ,以 上 论证 恢 然 有 效 . : | 

形变 (3? 构 和 遗 简单 且 有 明显 的 直观 图 景 ,但 定义 域 受到 限制 . + 
稍 作 修正 以 克服 后 一 缺点 . , 

7.3.3 ÆR Kass D, MEE ACCIO XMM), ho=id, h 
将 e REER So S o AS | 

证 7.2.5.8 co b:k,. =O. EL 


OC Pty), 二 € Fadas 
Alr) = a| OPP ,2 + rE IMs: C4) 
Pe ™ Ms 
Ea tE Ja U ANS)» 
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其 中 p= plara) sprr Pe 仿 此 . 类 做 于 证 7. 3.2, 可 验 明 无 合 于 定理 所 
aK. | 口 
类 似 的 方法 可 用 来 得 出 以 下 同 是 结果 . 
7-3.4 定理 设 天 .一 好 ,[c,dz]Ctay as , 则 存在 9E Homeo 
CM) tE ID= Sef e p ESN Ef UMN paea 


MER ¢ GAs Ay ELM SRU): 
a| CE z] ， ESN a 
Ke) = o| Pe = Poe ,| ， z € SMe (5) 
Ts. EE. 


对 于 天 .天 好 的 情况 ,只 有 在 很 特殊 的 条 件 下 才 有 有 类似 于 7.3.2 © 
的 结果 , 且 所 需 形变 有 更 复杂 的 构造 
7-3.5 定理 设 FecCz"CM)( 这 意味 着 df EC'- o), f #[a,6] 
Lia tt A a, Ko= {a2 EARR, H 六 是 产 的 强 形变 
收缩 核 . 
证 v LEF, fa B oe soi IVP 
= (fa — f(r) Kd f(a) EEE), aO) = (6) 
met, df EC “, 解 必 存 在 且 唯 一 》. HERA 


$ ft, = a — fr), J (o, Tr) = at + (1 — tf Cx). C7) 


(FRA A oal zw PB.V ELOD: Gara, A 
zf + 2) #01) KEMAH fCole,z)) VY al). 
$ di= ink d(o(t,x) e) ASi<n). H di > 0 Ain) WAM 
-于 7.3.1 的 证 法 可 得 出 o(1 一 0,x) 存 在 .车 某 个 d 二 0, 则 必 o(1 一 0， 
TI) 二 zj; 否则, 当 1 一 ] 时 olt,z) 无 限 次 相继 穿 过 茶 对 “ 球 画 "5; 二 1y 
E M: d Cy, z) =ke}, k =1, 2,6 > 0Ã, ME S 与 S, 之 间 
td/dreye(lz,z)| 有 界 , 此 属 不 可 能 , 因此 zf1 一 0,z)7 恒 存在 .定义 
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ol — 0,2) (tsx) E (1) X GN): (8) 

zy t) E JX fa 
AMMEA UX AI SIXSI DEER, RRE BM? 
《后 者 是 类 似 的 ). 取 定 ce 万 \ BRAC. Sn ERK SE 
Aloyor AC, y)—> an Y e0, M O,,8¢>0, HY diz, y) << 
e/2Bf d(o(1—3,,y),2) <e/2. 可 设 pSinf{|dfCy) | .e/2d (yz, 
<E) >O, (6—a)d, <pe/4. FY dz y) <d,,1- ec 
Cral y) ce BMA yE Mdly,2)<8,,R[e.21C(1—a,1); 
det, y) 2) =e/2, dle, y) r) 58,W sE [rst]:6/2&d (ols, 

yzi Se. 这 推出 

E Kde < f Eossy) |as <Ž6-oa< $, 


得 出 矛盾 . E 

73633 设 cER,N 是 Kc Ag, UFE eo r>0.ke 
CXM, M), $E hi =d, A Fe ANO C Fe- h E Homeo(M) CY t€ 
J) rE M\f"'Cc— pe +p) AOST. 

iE Ke 紧 (7.2.5), 可 取 80, BNuA(eSM id (2h IS 
60}CN*. th 7.2.5, p>0, tit 

e &inf{|df(a)}.2 E (fie — p,e + PDN > 0. 
& ga) —d(z,N [dN + da, MND TEM, (9) 
则 pEC'° (M.S), pl N2=0,¢9] C(M\N u) = 1. BR 0r min {p,e 
e/8}, BMT OH K GEC OM.) rE MVS Le pretpl= 
glr) =0,2€ f [er etr] >p =1. EM R. 
PE) 一 一 KOD ECD TE) E M; (10 
当 LEK G (x) 二 0, 册 7 是 MM 上 的 C1 中 向量 场 ,17(z) (<1. 设 
是 了 决定 的 流 (7- 2. 3), 今 证 全 9|J XJM 即 合 于 定理 要 求 . HARI 
" 204。 | 


| . fa(t,z},(@¢,2) E [0,1) X 《VD); 
hT) -1 


1 fer \Nie) Chee MEZE fon ANo? 2OHAG ZH PDE 
fe-s W eC F: @— retr]. & 2=4rfe,W Ohl 车 
e(O, NNa, | 


or > Fz) — flh) ) =— [parco natty) de 


> (df Cr B(x) 
o aap] Y 2 


f= Hs TA. g fy € (04%) (tC Nard ADN Na; 
d(ztty) oz) <fi (1) lde = | wr) Ide 


: SS = 2e fx) 一 f@ayvi< dre’! = 46， 
这 推出 d (FE, KƏ Sd (rr nN) +2668, Sr NaJ A. 因此 
zD Efe- 如 所 要 证 . 口 


了 = Jrs 


$4 Minimax 定理 


fki ECION EPS). 
在 很 多 捕 沉 下 ,临界 点 具有 "鞍点 ”特征 . 最 简单 的 例子 是 
Hz yr —y (2, yER) ATEH 
g(0,0) = inf . sup glz, y) = G, 


> [zl ‘yl 


临界 值 0 被 表 成 “ininimax f .这 启示 出 一 个 在 本 音 有 基本 意义 的 
问题 :对 何 种 集 族 “2 ， 
& inf sup (x) {1} 


Ste 


Fe RII FP AL at fe) SS R- R “minimax 定理 ”. 基本 的 
EE ola" H SRA O REY PECO,SCo: SEa), 则 
c, Ei FMA. TEE OHEAN: 
P, = {pJ b> a KARAT- 33 2 AR p= hy}; (2) 
4 ©, = {9:3 [csd] C (a,b) 使 多 如 7.3. 4}. (3) 
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DDRS 有 关 , 必 要 时 分 别 写 作 OOF Da). 

7. 4. 1Minimax 原理 H oC" emen GRO DAR. 4 r>0 
分 小 时 0 对 DR Beyer, EH c 是 的 临界 值 . 

证 Bis READ. E K=O NA aD r> 有 Kees 
=@2C7.2.5).R SE c, tE supf(S)Cetr/2. H(5 7.3.3 8 pe 
Bors E Phe) Chine Fo HD. ARE AM PSE, FR HDA 

< <supf(gS) < supf (fis) Esupf fe) Gem ry - 
得 出 矛盾 , 其 次 ,由 (3) 与 7.3.4 A pEb fk P feria = Serie 
Hott Deon BEM Eo, 


c < sapi an) = -sups Cf oe T 


亦 得 矛盾 . 因此 必 Ket. O 
7.4.1 Hen EYI., 而 其 表述 与 证 明 却 极其 简单 ， 以 至 
令 人 怀疑 它 是 否 有 实 寺 性 的 应 用 . 确实 , 悄 无 有 效 方法 构成 定理 所 要 
求 的 集 族 r, 定 理 将 无 从 利用 .幸而 对 已 有 某 些 成 功 的 选择 . 最 简 
单 的 选择 葛 过 于 取 ea 一 (zzE 邓 ) 或 zc 一 他 }) ,这样 的 o 对 任何 ©,, 
Cab) FRET co==inff(M) 或 Cs 二 supf CM), 于 是 由 7,4.,1 有 
7.4.2 推 论 3 c=inf (M) cofe= sup fOD <o], M S A 
RANORAIA r A rEK.. 
这 是 一 个 虽 非 平凡 但 较 简 单 的 结果 . 更 深入 的 结论 自然 有 蒜 于 
. 对 的 更 精巧 的 选择 ,使 其 既 不 失 之 过 宽 ( 如 7.4. 1), 浆 不 失 之 过 宕 
Cin 7. 4.2). 
l CST ARAK arpas 0 的 方法 基于 “环绕 ”概念 , 给 征 
- A BTM LCA, Æ LAB= Ø, FECCA MpIL=id=Bf pA 
AØ, Wi B Fit A SEL, RR ANB R L”. 直观 上 可 设想 
A TULA WF H RKR”. gA MELL 为 边界 的 “曲面 >, 召 是 恒 
Fit pA ARER hee”. + | 
= (pe C(A,M).9|L = id}, (4) 
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o= (pA: GE} ,cs KC), W sup f(L)<c.<supf (A); 4 BREE L it 
inff (BAr. 
7.4307 BEB WMH L, Sac ps f(B),sup/ A) 
<co, 则 A 有 临界 值 ZB. 
”证 BE RECA). = (9A PES} ,c= 二 coy 则 a 之 Bp 入 ce 之 oo, 任 给 rr 
二 (0,c 一 和) , 今 证 4 对 PLO. RECA 7.4.1 Ac Ele SMD. 


任 给 pE pEb, gy. pECA, M; LCL >g L=F|L= 
id ATRL ED, Mili pA) =e (A) E n ARA o HV RE. a 

定理 中 的 AB. L 仍 有 很 大 的 一 般 性 ,致使 7. 4.3 有 较 大 的 应 用 
余地 . 现在 的 问题 是 如 何 适 当地 选择 “环绕 ”, 以 使 ?7. 4-3 具体 化 . 最 
简单 的 选 搓 英 过 于 取 4 为 一 线段 而 工 是 其 两 端点 ;这 导致 著名 的 
« 山路 引 #2” (Ambrosetti-Rabinowitz[-4] J. | 

7.4.4 山 路 引 理 设 /EC'(X) 满 足 (PS), 人 是 的 0- 邻 域 ,x 
EX, max {JO f(r) <e< fla, Wf ABR cee MT . 
方程 f' (zx) 二 0 有 非 零 解 . | 

证 Ht M=X,A=(0, r], L= (0, 20} B= ap 应 用 7-4.3 即 
a. LJ 

注 对 如 上 的 Ass MPC CA KX) gl Lie 时 ,24 ERE R. 
越过 “山岭 ”302 es Se c 一 infsupf (PA MF EEF 
某 个 “ 山 增 ”的 一 条 出路 的 乔 点 上 达到 .“ 山 路 引 理 " 之 名 匡 出 于 此 . 

山路 引 理 对 于 微分 方程 问题 有 深刻 的 应 用 . 鉴于 它 的 重要 性 ,有 
不 少 工作 致力 于 村 求 它 的 多 种 推广 与 变种 ([145,146,203.j). 出 路 引 | 
理 简 单 而 又 深 闷 ,在 现代 分 析 定 理 中 堪 为 典范 :但 它 远 未 穷尽 环绕 定 
更 的 潜力. 实际 上 ,几何 上 自然 且 分 析 上 可 用 的 环绕 其 多 ,其 中 每 种 
都 可 能 用 来 得 出 7.4.3 的 某 种 具体 化 ,它们 或 多 或 少 具 有 与 山路 引 
理 相当 的 作用 .下面 考 虚 两 个 例子 . 

74.5 命题 ik X=X,OX,.dimX,<-o,r>0,i X, Fit A= 
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X13.) L=XMdB- COM. 

证 OR PX-X, BRE. BSE PECCA,X), pl|L=id, WX. 
PAF DS Ppa) =0 在 AA AM. AP > giL==id, 故 所 要 结论 由 度 
理论 得 出 . O 

7-46 命题 H X=X OX dim, <0 ,c€ X,, fe} =1,A= 
CX NB, O+, le, L Æ AE XđOR. 中 的 边界 ,B= 区 ;站 
3B (0) r> 0,0 <p, M] BEE ARK L. 

W å ṣ P:X>X, 5 Q:-X—>X, 是 投影 ,了 二 多 /外 Re. SE PEC 
(A X) pi L=id, $ E BN PAX SD, RA FEI EA Ppa) + 
(Ige | — Oe=0. EA ETF 9 ob eh ea Aa EME e it. 全 
AGr) = PU x + ta) + QT + alga] — He, 

Hp re =1—-2, M RECOU XA, Y); VY EL: 
htx) = Px + t Qr + (t|Qzr| 一 pie 35 9) 
(和 否则 易 推 出 c= pes cel FR) AO, 2) =—2— peek r) = 
Pox) + Apal ple. 于 是 | 
dlh A0) = diy, A,0) = dU, A, pe) = 1, 
Re BNA. Ci 

注 7.4.6 中 的 4 可 换 成 了 中 的 “半球 ”( 见 [204]) 

A= tx, her E XAG Rapla + ¥ <r}. 
WTF ed ES SSL te ,环绕 的 直观 含义 基 明 显 的. 

下 面 考 虑 7.4.3 的 两 个 变种 . l 

7.4.7 SARE ” 设 7. 4.3 之 条 件 满足 ,$* = {pE Homeo 
(M).p|L=id) 6° = {pB: pE p" be" ain 7.4.3, Jul 


c“ 委 < 且 一 是 了 的 临界 值 . 
iV GED" pED, A bE, FH PBN PA=G( BN GGA) 
OHM co <c. 因 一 c' = inf sup— (S) KR REE o* 对 VS 
Sea” 


Pnet (—fRBr € (0, 8—@). ¥ GES" PC, g&¢ « pE 
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Hameo (M) id EB! ec" SB, FB LCS CS HEM gl LSE. 
=id, gE" , Aik o tt Y RE. 0 
7. 4.8 定理 { 张 苛 庆 [2041) 设 AB, L$ T.43, f ECM) 
MEPS), f(L)<a<f(B) supf CA) L,e 7.4.3, 0c E S 
Hi pc >a, BR cma BK, |=. 
证 BA cea Rea D743 的 证 法 依然 可 用 . PRR c= 


a, AS ro. LAI etr] =. h RK) ce, WH 7.3.5 F ¢ 


CC fers dAl J:=id. B OHA), RK PES. pAC S A gey 
c PECCA M) gi L=plL=id i ED, FRA rE BNgiA 这 挫 
th . - 

a L f(c) = sup/(g(A)) < supf iS Sec = a, 
‘$i FB. A) K.| =o. | = U 


§5 一 个 算 子 方程 


山路 下 理 一 类 的 结果 对 于 方程 问题 有 多 种 多 样 的 应 用 ,县 已 产 
生 丰 窜 的 结果 ,要 作 尾 何 形式 的 简短 概括 都 是 不 可 能 的 . 本 节 所 举 的 - 
例子 到 自 [204;Ch, 3y 8 3], 在 方法 上 它 其 具 典 型 性 ,因此 用 作 说 明 
是 适当 的 . 

i (2, 08 — MHS fh) .0< po if DPD. RD. BEA 
HF A:DCACYOL fEC(R") Fulo=f' (alr) RES 
HEF HE 


Au + Fu = 0. (1) 
Re pE) p Hg =l. Aa LRA 
tum Au) + tiv Fte = Ov € DCA) Q LA), (2) 


Bees, OR VSM SAMAK oe WOMB. JEO) 
BER RATRH PRED ANARAH BRE. +AU RSIS 
ae | : 
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753.1 定理 RAT RARE: 

(HDA AAR A HROCH A; 

(HJATP PPK A SREB T KL L?, wah PL’ RCA) 
EERE; . 

(HF EC RO H FCO) =0, fz) = o |z |?) (2 +0); 

CHO 0,C> 0; |2 {p> fle) <miniC lz |", pF! (2) + 2} 出 
方程 (1) 有 非 零 弱 解 ， 

证 邻 g 二 所, 由 下 面 就 要 指明 的 不 等 式 (4) 有 |f' (zx) |> 
(jz| 一 co) ,于 是 用 5.8.4 与 4.1.5 得 gE€EQCR") 严 格 凸 ,g' Hf. 
HHA f= Milt g' (0) 二 0; 再 由 5.8.3(0) 得 g(0) 一 0.2 一 0 
是 Jog 的 唯一 极 小 点 C4. 1. 10). 


”1 首先 对 Sig 建立 以 下 不 等 式 ， 
const jz]? — 3) = f(z) < const Cz]? +133 - (3) - 
constt [zi — 1) <= |E Cz) | <const(lz2/?"? + 1); (4) 
const je]? — 1) < giud = const [u] + 1);. (5) 
const Ju] —1>< |g! GO [< const( ud! + 1); (6) 
À Calul, iels 6 
TOER N : ju) =ð, C7) 


其 中 const 表 某 个 正常 数 , 其 其 体 数 值 依 情况 而 定 ,不 必 准 确 知道 
(下文 仿 此 ); C7) 中 的 9>0 是 任 给 的 ,CoyC' 。>>0 依赖 于 3,4 940 
时 Coo, 《37 的 后 一 不 等 导 直 接 由 条 件 (H4) 推 出 . Ble] ete, 
THA ODALS Gr) iz, 于 是 


《CS Zds 


_ f ods 
Inet = f i S 1 Tesz) 


fitr) 
Plz)? 


= f {inf Ge)ds = ln 
Me TaD SL, lz le. 由 此 推出 
Fiz} D deln fiez lz pD = conste} ile] = p), 
申 210 4 i 


这 得 出 (3), (345 & CA KF’ Ce) 1 之 const(1z |? 一 1 Ble} 
21, MAGH 4.1.5 


|Z æ) = sup Tf G2) al 


| |z 


< s 


HE + w + fæl] 


ie Pel |z 
< sup const P eet ul? + jelt + 2) 


< const(|z|*-! + 1), 

j2[ 21 的 展 制 显然 可 以 除去 ,于 是 (4) 得 证 , A g =f OM 
出 (6). EORR EMA cci b> 0 FH 6—c > 0, W 

gO sup (la | | — Chz{*+C) <const(Ju}? +1); 

glu) > sup{a +z — f(z), lz| = bju} | 

> 8 — cb) fu |? — e, 

这 得 出 (5). ¥ o> 0,S Cam inf [a Pg Ce) ,Co inf [alg Ge), 则 
CaCa ECR, BOSC So OC yoo, Ved, HCHDA 
8>0; eK G) | <e] a1? 38 Het ju | <20d 时 


gs) > np Lu’ "z — f(z] > rae 


i lim |æ | iglu) =, (8) 
C8) HEM Coo B Creel yO. 
& Golr)=g' (vir?) W G=F >; (HË B FECL, L), (G) 
推出 GEC 1°) (@#8[204;p.5]). 
2" 转 化 方程 . 令 
A= {ve Luv) = OCY u © NCA) £P}}, 
WXEL AFSL E wy wEXXK NCA LE 
Kv + Gu = w, (9) 
出 “一 Co BACKS. BELLY ee DCANL’. A 
*2I1 * 


i, Az) -+ (z, Fu) = tw — Kv, Az) + izv) 
— (Kv, Az) + (2,0) = (z,u — AKv) = 6, 
(DWE. EE e400 540. 定义 


Jw) = L (Ko,v) 十 f eov €E i, C16) 


WeRAPRRERS PH dr. HOORKBH IEC (LY), 
J w= Kut Gu. & FHT X, MI ECL, (Wo —-I' MEX = 
NCAINLP@EX). E J'a =0, WA wENCANL HS o= 
w Feo wR ALCS). 因此 问题 归于 证 J 有 非 零 临界 点 . 
3" 证 7 满足 (PS). iu} CXS anD A yee Ca) OL’), 
设 w =Kun t Guntra EXI. 首先 证 AR. E u= f'e, 
CH ,03),(6) 及 5.8. 3GA 


ga) — Leu) tu muz fa) FS a) +2 


= $f (z) + z — fle) $ const(}=]* — 1) 


= const! |g! (d| — 1] = consti |u] — 1), 
于 是 constjzj Sga 2g" Ge) :十 const. U unu LAR 


const juli < | ec) 一 (Gur yw) + const 


= Jy) — (Koy + Goss) + const | 


= I(r) -一 Sten st) + const, 


由 此 已 可 看 出 a AR. PGR ove xX. RK BR Kuo Kv(L").., 
Ae 415 F 


f g(tv) lim{ [ze — g' œ) » Cus — v)] 


= lim| gto) = Fim gos) 
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< lim eo — Ba) + (vu — wy) ] 


= fete) + IGu o 


= | g0) + lim (tos 一 Ku.u,—v) = few, 
Ak imf gin) =f g% (11) 


ADAM ouel, iE ae Ge. | 
4 对 > 用 山路 引 理 . BHR TCO) =0. 由 KE) 有 we, :Au=dn; % 
BAawe X. A AO, too pt 


$ . 
Few =F ialb+| geen) 
Fi . 
<5 lu l+ conse (|u |g +1) — o0. 于 是 只 要 证 3 rm>0:J(2B, 


O 2m. 取 充 分 小 的 Sr >00, R vEX, |v|, 二 r, 上 记 天 的 算 子 范 
EA 


Jw) > |e — Lieke 


>c | jolt e's f lj 一 全 lo 
[es 六 于 Je load 


> [ce | bet — zef f He 


[ead 


+ [ot f r= zf f tots) ] 
Ear- iii an i 
= const| | J ier)” 十 | ane lw | J> const |v]? 


其 中 用 到 初等 不 等 式 atola HELT atb ¥(a,b>>0,a>1). 
因此 .J 有 非 零 临界 点 . 
SER uolls uso RIE 3R. y uE LY, (7) 5 Holder » 
不 等 式 有 
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fen =c: | jel? + C'e f ESN 
ja fad 


icf 
本 
E cpa f paj) to's | Ju”, 
; [alae la j ot 
在 所 得 不 等 式 中 以 vo Ñ u Bee L) BRT 
limf gy, ~v) = 0. (12) 
A a 
设 a> d>0,.2,=2C |v) >a), Ds=00v la) NOC la —v| <8) Dy 
= A002, Gad. 由 (5) 易 推出 
g(2u) = const[g(u) + 1]. (13) 
HA g ROER E 


nA [ec -Vx HAEA + gC— 20)) 
z const f 。 [gad + g(— vw) +1). | (14) 
由 aco 与 (11) 不 难 推 出 ,对 任何 oA SCO; A] 8 (v1) 一 
| .gw); 由 此 推出 gv) 在 2 上 有 等 度 绝 对 连续 积分 .Ye>0, 取 4 
充分 大 (从 面 pi 充分 小 ) ,使 了 < 固定 a, 取 充分 小 ,使 
ae £ f, ato, ~v) <e, | 


eo, g 严格 频 用 4.1.5 EER 
m 全 inf, [gle> — giz) — g' (D+ (le — z) | > 0. 
Irland rl 
由 m pkh <| Le Co) 一 EC — g'o) + Gy — ©)] 
S | ec) — gv) — g' @) 一) 
= f Tro — gu jo (Gv, v, — v) > Q0, 
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推出 kf2x 一 0, 于 是 用 一 类 似 于 (14) 的 式 子 得 出 
naf giU: — v) — 0. 
ds 


因 | gC 一 0 一 卫 十 J 十 I 综合 以 上 所 证 得 出 (12). o D 
7.5.24 # HEC (CR’*XR"), 考虑 Hamilton 系统 
x’ = — H,Crsp),p' = Hir, p). (15) ` 


. Qo 一 了 
(15) 可 缩写 成 2! 一 JH' zs 一 (pr 一 | 7 o |- 求 (15) 的 


2x- 周 期 解 相当 于 求 z:S' +R” ,使 之 满足 

Az + H'(z) = 0, (16) 
其 中 ASJ didt). ARE A E US RO LAAST KERER 
PFDA GK 7. 5. DCP (204;ch. 1D, FÆ AR 7.51 Z 
FFH ANHOR 15) A EF 2 周期 解 . | 
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$4 中 给 出 的 minimax 定理 仅 能 断定 临 田 点 存在 ,不 能 提供 关 
于 临界 点 个 数 的 信息 ,因而 被 称 为 “也 minimax 定理 ”. 一 类 源 于 
_Lusternik-Schnirelman 的 扫 扑 方法 的 " 强 minimax 定理 ”能 给 出 临 
界 点 个 数 的 某 种 估计 ,因而 成 为 临界 点 理论 中 一 种 强 有 有力 的 工具 
Lusternik-Schnirelman 理论 的 基 . 上 思想 是 :构成 有 一 吓 性质 的 “ 折 
ERR CA ZAM 本 的 一 定子 集 进行 分 类 ,形成 一 递 降 的 
集 族 序列 oD Reco MK § 401), We. a BE 
包含 较 包 的 临界 点 信息 . REAR AT) B.A SY 
“Lusternik-Schnirelman W EH”. 

拓扑 指标 概念 通常 与 一 定 的 连续 群 作用 联系 在 一 一 起 , 设 避 是 一 
紧 拓扑 《乘法 ) 群 ,z 记 其 群 么 元 .车 了 EC(GXX,X) 满 足 Tw 一 
ToT, T= 二 JT 此 处 工 二 Ttas*， a bE OLMA T AGH XE 
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WEA. RW PRTGCxXX-X RS EHEHEH, HRE T. aE 
G) ARAM. Ea zz=Tzy A V= jarra A,rEVItA 
CG,VCX) . B VCX,f:V>R, p: VX. Y aEGra V=V, i 
ih V ÆTO- PER., BV 为 了 (G)- 不 变 ,W acEG:r T.=f[¢e 
了 .一 。。 及 ], 则 说 了 为 了 (CC)- 不 变 [P 为 了 (GD)- 等 变 ]. 5 G= (AF 
”作用 是 平凡 的 . 最 篇 单 的 非 平凡 群 作用 是 了 (2Z,) 作 用 ;Zs 一 {0,1},T。 
二 了 ,了 二 一 J 相对 于 了 了 (Zs) 的 木 变 集 、 不 变 泛 古 与 等 变 映 射 分 别 是 
Ah BRIM He of 5 FF oR BH. 

以 下 设 MEXHC FRE. bh oc IE M th T(G)- 不 变 闭 子 集 

Zoek, BREME A G= le MEOREMEXHTHAE. 

-TOLEN BERR ios =Z, Uiw) M EM TG) -j8 
EERE: GOA At, ACB>i(A) (8), GDK T ip t:i CAU 
BY<Si(A) +2(B); (iii) BB HEB AEC COX MLM) ,有 一 设 , hi 是 
T (G)~ 3 38 HS, M £CA) <i CA); (iv) 连续 性 ;4 ABN Coe, fh 
ICA =i(N); CV i(A) =0A= OF OIA <0, [Ali A ZH 
数 , 则 当 jG)==1, 或 |G) 六 1 而 OF AR iCA)=1 DLE A, BE oc. 当 
-1G1==1 时 就 称 为 指标 ， 

以 下 设 i 是 给 定 于 M 上 的 一 TO- fR. 由 指标 的 抽象 定义 可 
推出 某 些 人 简单 结论 . 

7.6.2 QM BACs, AIG] >1 HR OEA. WiC AS |Als® A 
REIG 过 oo, 则 (A) <loo, 

证 BRIi(ASjA!] FAR. \G}<coo, BUY rE A:I + a)= 
LEBG+zh@e N.€a:i (NI =—=1RABR-ARBRRAH 
(A) <oo, EY 

以 下 设 FEC CM) CPS). 4 0, = {AE op: il AEn}, 0, ee, 
$A). E 

a = inf {sup (A); A E dg il A) Senin Si, (1) 
则 {c,} 就 是 本 节 开 头 所 提 到 的 增 序列 . 对 c, 所 能 直接 验证 的 性 质 汇 
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集 于 下 . l 
7. 5.3 命题 fA TO-A, WG ome See Se, 
coi Gide, =inf (ML sa > — oe ff FRR; Gidi CAD <n>e,= 
co; (iv)? (M) 2a = c, S up CM), i CM) = co cN a slic Ss 
sup f CAD (vjete, iC fon. | 

为 建立 本 节 的 主要 结果 ,需要 7. 3. 6 的 以 下 推广 ， 

7.6. 4 定理 BSATO-ABE NGC BK. HER WEEP 
> r>0, AE COIXM.M) {$ ho=id, Y 1E Jk, E Homeo(M) # 
T (G)-SR EH hr fe NNO Fee GB cE MVE empe tA AG, 
xj)=r » 

证 REGEA Haar 测度 (参考 [75;3Ch. 8D, G=; BS 
的 伪 梯 度 场 , 约定 a C=dT O CACG ETM). 定义 


yir) = f Elso z)ds,r E M, (2) 


HoP ds iE dels). y Æ M LARED: Yy aE 如 ,由 的 不 变性 及 键 规 
W SID): 


gía» x) = fev -ÊG +a + xdds 
a 
= | a* (sa)! . &(sa * x)ds = qa + AC), (3) 
他 


Whe WG RV reM, AG” xE M EURA U: Lipé 
co. b Va=M N Bile) RIA DH F>0,. G+ VCU WE y, 
zEV 有 l 


WO — 9D S f [svt + Ec y) ms BGS + 2D Ids 
一 AGG <y) — EG » z) [ds const |y — el, 
可 见 PEC. 其 次 ,结合 (2) 与 $2(1) 及 df e Ti<df 有 
(df (2),9C7)) = KOORE -Eis » £) )ds 
“217+. 


=f (dfs 。 工 ) 二 (CS « r)5ds > | lafc * z) |*ds 
c ; 


= |dft2) |? = [| arcs " 和) ldsF >17], 


RER, ERRER. y 与 上 不 同 之 处 在 于 了 满足 43)( 这 是 关键 
所 在 1). 以 了 替代 ,重复 7. 3.6 的 证 明 , 可 得 定理 所 要 求 的 A. O 
现在 已 可 建立 本 节 的 中 心 结 果 . 为 记号 简便 ,约定 Km 一 民 [ 站 六 
Lensen 1am) sen KC). 基本 的 问题 是 给 出 基数 Ik I CC 
计 . | l 
7.6. SLusternik-Schnirelman 定理 设 EC (MWE (PSH - 
TGR E, — 20 <n CLO, (让 着 吉 二 ,或 0c 之 cn; |(GI=51 Ro 
Lia OF Kum W | Ku | cement]. GD tr, Cems | G> 1:0 E Krs 
Y c€K\(0}:1G + æ|= [G1 W | Km >rt 1) 1G]. GDE n< 
Msa = tas |Gh=1 R 0E Kan SY Keal = . Civ # |G| =1 moe 
Kans WU | Ko | em—a tl. 
证 设 wmac 一 x 一 em. W K. BAIR N Coc, iKON), 
H her 07.6.4. BR A€ og:i( A) em, f(Ad<ct+r. Al A 7.6.4, 
7.6.30) Ri 的 性 质 有 
m A) K ELANO + iNY 
< Eh CLANN) + ECN) 
ER ANO iCN) © 
Fi) <in H iLK) 
WRK) >m—n, MM KAD. 当 nn 之 m, (Gl =1 MOE K. if 
|K, |=, 43 H Gi). 其 次 设 Ca Ceme 著 Cn Cera C Em o | Kae | 
= >)" |K.,|22m—at1. BURT kenik Ama =c M24 G| =1 
R OE Kbt] K | =00, AT [Keel =00. 这 得 出 (0). 余下 结论 是 明显 
的 . : D 
7.6.6 推 论 2 fic. 217.6.5,88 f PRR. WO Æ FE 
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临界 值 . (i) 车 SCRA, BABAR n {E cco, WD =n. Gii) 
车 |G|==1; 或 OE K, WIK |i). 

证 ORERE c. —inf (OMG RCT. 6. 3). 

GD BH iM) ren. Ra€R:KCS,_, WM ARBEKRA S, 
(7.3.2), FÆ iM) =i Cf. 07.6.1 Gi), Bak i CM) =n CR N 
ilf nt assupf Cf.) Seay, = 001). 

iii) WY i |K |<loo. A c,<loosn sl] K| (7.6.5), RA RAKE a 
使 ,<co. GDA iM) =n, Bab K >a =i M) 口 

7.6.5 及 其 推 沦 看 来 是 深刻 的 ; 考 虚 到 它 仅 用 到 很 一 般 的 假定 ， 
它 的 结论 更 异乎 寻常 .然而 我 们 立刻 发 现 它 斤 乎 水 能 直接 应 用 . 显 
然 , 有 效 的 应 用 依赖 于 指标 i 及 c, 的 计算 或 侍 计 ,而 这 正 是 困难 之 所 
在 , 旦 只 有 对 具体 的 指标 才 可 能 加 以 考虑 .下 节 考 虑 拓扑 指标 的 两 个 
实例 ,用 以 获得 7. 6. 5 AS se A RAE. 


$7 RSS 


7.7. 1 定义 ACM. SHERI AECCUX AM), MB h= 
id A (AD =r EM, WR A CEM PO UA AW 2 HA 
闭 , 则 称 o 
catA 全 min{n:A MJA M P n(0 <a < co) ATARE) 
《1) 
为 4 在 M 中 的 畴 数 , 亦 记 作 catwA; WR cat =O. 
注 ”1° 利用 MA ANR 可 以 指明 (从 考 [43; 3 27]), 闭 集 ACM 
”可 缩写 ] ACCU XMM) ho=id hy (A) = 20 EM. 
2° 从 拓扑 的 观点 看 来 ,可 缩 集 是 简单 或 平反 的 :因此 可 以 说 ,在 
一 定 意义 上 畴 数 cat4 EET 4 的 “拓扑 复杂 性 
3° catv4 强烈 地 依赖 于 4 的 “人 外围 空间 ”M. GRR MCN=>caty A 
Zeatw4. 若 MARA BG M=X AMIN) Mt RIE ACM 
“219 " | 


有 catwAScatywM=-1. ERA EAH RRR AAE 

7.7.2 定理 (Palais[133],1966) cata 是 和 上 的 指标 ; 它 在 如 
下 意义 上 是 最 关 的 :若是 M 上 的 指标 , 则 对 任 给 闭 集 ACM 有 
#CA) ScatyA. 

证 首先 验证 cat 二 catw A 7.6.1 PREG) ~ (Ww). G@ GD 
明显 的 . 设 ACM 闭 ,hECCIXM,M) ,ho 一 ,cat hA =n, 4 iE 
catAsin Gh EH Gii). WE nco, RAISE ACM A ECU 
M, M), A, (A) CUA, Aj =id AL (A;) —a2j,E MS jen). oi = 
hich, GET), ki=id kih (AD =z p ACURA CA,) XR cat4 
<n. HUE Civ). WR cat4<oo, 进 而 可 设 cat4 一 1( 否 则 考虑 4 的 一 
HAR), TEE RECOUXA: M):ho=id h lA =r EM. A BRT 


ve Hh RE Hh BI SSX AULO.1} XM 上 ,使 ho,z) 二 x ,有 (1 = 
xy 利用 JXaM 为 ANR, 进 而 可 将 上 连续 地 延 拓 到 35 的 一 邻 域 六 上. 
由 JXACV 与 J 紧 推 出 :存在 4 USBI N, BX NCV, BR catN 
一 1]. 对 于 (vr)， 设 A= {nper CM WA M HEI nesa, 的 路 
工 ( 回 忆 杯 章 已 肯定 M 连通 1),L BR. A catA=1. 

Ree ie M EE —BR.ACM,catA=n,4i£ i( Asa. 不 
妨 设 O<n<oo, FH ACUA,, AJSCMGS jn) ET MB. E 
特 4; 缩 为 zjEM, 则 

KA S OAD S Dz) = n. 
这 就 证 得 cat MRA. Ld 

注 H76 6 TR, ODER, {E Kon c MRF, A T H 
Cc BNF AEROS. 这 一 点 更 明显 地 体现 于 ?了 .6.5 中 的 
7B SE Kk LK |i (MM). 因此 可 以 说 , 吐 数 作为 指标 是 “最 优 的 ”下 面 考 
庶 的 另 一 指标 “ 亏 格 * 亦 具 这 种 “最 优 性 "(看 7. 7. 4)， 

WPRMEX MC THE. BE MBS. M=—M. 9 
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ou= {ACM :A=A=— A}. 

77.3328 (ER ACoy. HK 

gen4 会 min{n: FF FES RA pE CCA, R\(0))} (2) 

AA WGH (genus), 402) 9 Hn RARER SO genA=co; 4S gen 
B=, 

注 r# PEC CCAL.RORARH ii oe A, 则 必 gO) =0. 因此 对 
GE ACs, BA genA=oo. 

LE AC oe pECA, R NODER RSH. U PAP pE CX, 
R”) (1-2-5), T Æa Sdddp BARN ARH P 的 扩张 . 其 次 注意 
ID TPN ECCAS. Ait at OSA: F s:genAgnS# 
在 至 映射 PE CXR OC PASE ERB pE CLAS"). 

亏 格 概念 最 早 由 Yang 于 1955 年 引入 ,后 经 Krasnoselskii 与 
Coffman 等 人 的 改进 逐步 演化 成 现今 所 呈现 的 面 狗 . 

7, 7.4 定理 gen E T) Wm. HAEA 

(P) AG ax,p€C(A,X) AA RH SgenA<gen PA. 

gen EA tei CP) RAK TZ o- ARC 7.7. 2 RAD. 

证 ”首先 验证 gen A 7.6.1 PRR GO (wv). DBA BH. 以 
Fit A,BE ox, PEC(X,R") GE C(X,R) 95 y HERR ,OE pA 
U gB. BAA) ECR" EFRA A OCA(AU BB), gen 
(AUB <m+n, 2H Gi). 直接 看 出 gen AERP). CP Aw 
Gii. 设 ~PACS* A NA (x: lolx) (1/2) AWM, BR NE 
ox, gen N San, ih E Civ). 车 SEAS [Erl SSM gl x;) 
= +1 EMAAR PECCA,S, Bit gen4 一 1, 这 得 出 (v)， 

其 次 设 i 是 有 性 质 (P) 的 任 一 TCZ,)-H AC ox genA=n,> 
HE (A) Sa. RBH O< noo, FEA ARH PEC(ALS) ,以 {ej} 
记 R" 的 标准 基 , 令 PCD her) =A), AI EA | Piola) | Bl 
fn}, A=UA),Acoxs Pi HE NER BARE. 因此 
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pA; — {+t e) ol (sgnP x) de, 


BEZARI REBOLA iUe =n. 口 
对 于 足够 “简单 ”的 集 4, 可 利用 定义 式 人 702) 求 出 sat4 与 
genm4. 下 举 一 例 . 


7.7-5 命题 ®% B=B,(0)CX,S=aB, W gens =dimx; 当 
dimX <loofif catsS = 2,79 Gi] cat S = 1. 

证 ”首先 设 X=R*. BR gensan ca SR2RAS HB”. 
“Ae” PAK MRE S 上 可 编 ). 若 gensan, WA ARR PECCS,S* 1),k 
<a 51.8.6 FR. BR gens =n. 车 cats5S 二 1, 则 存在 PEC 
S,S:ho sid a(S =z €S FHA GT REA AECCUXER’) 
C1. 2.5). ER eES\izo}. A Ree h OAS TE d(n,,B,0) =0 
(1.3.5), {85 dh, B,O=1 了 矛盾 .因此 catsS 一 2. 

KEIR dimX =00. Y n=l, En 维 子 空间 X.C_X. W genS gen 
CX, 门 S) 一 ,这 得 出 genS =, R PEC(B,S), # P|S=id(B# 
[4338 7);@ AG D= PCI-e), Ga. DECIXS MAG S BHR 
P(O) ES, A, catsS =1. j | | [|] 

以 上 结论 显示 出 gen 与 cat 差 界 颇 大 . 尽管 不 能 从 7.7.5 推断 
一 般 地 有 genA 之 catA4; 忆 在 常见 的 精 沉 下 ,利用 gen 能 对 集合 作出 
更 精细 的 分 类 . gen 与 cat 的 另 一 重大 差别 是 ,对 于 ACay,genaA 不. 
依赖 于 MERE gen RS cat 更 为 方便 . 直接 看 出 ,gen]ow 是 
M 上 有 性 质 (P) 的 最 大 了 (ZZ;)- 措 标 . 

EF ER SEC CADRE CPS), > 
c, = inf{supfCA),A =A C MHA catyA Dn}; (3) 

. Cc', = inf{supf(A):A E oy H genA > vn}. () 
相应 地 令 Kam = KNS Lensin] K m= KS Le! ave! wb 1m. 
结合 7.6.5,7.6.6,7.7.2 与 7.7.4 得 到 两 个 具体 化 的 Lusternik- 
Schnirelman 定理 ， 

FRA a 


7 了 7.6 定理 Ename, 5c. 有 很 ,出 
Ka foort eee (5) 
a<im A oc. = Em 
a FS PRS BLK | cat. 
7-7-7 Æ RMEAXHC TRIE, Meor f BONER. OE 
K nme n Sc’, ARR 


m—anar l, m =n 
Kol ton 04D. ye as C6) 
. TOD , nÆ m H e'a = c'm 
车 S KAR MK genM. | 
7.7.80 i&X Æ Hilbert Sf], FR MARS E X CF 
流 形 ; 设 SEC (SHE PSAP AR. Æ dimX=co, MAF 7.7.5 
一 ?7. TT Bi sf BLA—-TMAR R BSA ARS Tt 
临界 点 . 其 次 设 dimX<ico, HN S R, ABMRE (PORT AR. 
由 catsS=2 FER ooe Sees, 7. 7-6 HE c ,cz 是 了 的 
临界 值 : 当 “一 cz 时 上 有 无 居多 个 临界 点 ; Bae, 时 子 可 能 仅 有 两 
AS ie FRR ilk h oe Fay sars Zi) = a3 Caps zac ES R.A Ff 
AMR WM cote’ Se! eco 由 7.7.7 推 出 :ic ic’, 是 上 的 
Fs SRR He isn ae SARS PMR As M c, 
Le'n. Bt Sf EDE 2n PAR BE K |n. 注意 函数 
JS — R, (cost sint) '— sint 
BE 4 FEA. ALTER | K een ARE HE. 
以 上 例子 表明 ,利用 7.?.7 出 7.7.6 能 获得 更 多 的 临界 点 . 这 首 
先是 因为 7.7,7 中 了 为 偶 泛 画 这 一 重要 因素 起 了 作用 , 局 时 ,如 前 面 
提 到 的 ,也 因为 与 对 称 性 要 结合 的 指标 gen 包含 了 更 多 的 信息 . 


8 8 ” 非 线性 特征 值 问题 


AX 为 无 限 维 可 分 自 反 空 间 . 给 定 f,gEC'(X), 考 虑 方程 
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Ff (x) = Ag’ Cr). (1) 

# X Hilbert 空间 ,A 一 A* EC LOX), f(r) = 27 KATE 一 
ajel MGRA RERE A E: 

Ax = Àr, (2) 

Sek gHEWARMAg OAS W M. BX WC’ FRE 


OV tE MeT, Ma=NCg' (207-1. RES IMEC. 1. 5). A 
定 一 个 如 上 的 a, 且 就 写 Mop A M.epwH7.1.5.¥ XEM, 有 AER 
EADM EDS: 是 gp 的 临界 点 .这 就 将 解 方程 (1) 章 问题 归于 一 
个 临界 点 问题 ,内 而 可 考虑 应 用 前 几 节 的 结果 . 其 次 注意 到 ,当局 z) 
WE ABE r RS. Ae’ 2d SO, DK 


. A= ÀC) = (Ff! Ce) TYR' Cr) a). (3) 
E X Hilbert Z.E MWA Oe 
A= (f' rg G@)/le' Go|’. (4) 


若 进而 假定 C2) =2 |a | leS, 634) BABA h 
A= Cf! (2),2); BRR f(z) = (Arc), ASA" ELK) WA A 
= (Ar x} =2f Cr). | 

WEB M=g'(@),a8 g EM ik o~ |M. 任 给 rE 
Al. (2) C2) rz》 天 0 则 ENGg (2 )=T.M,. F BADR X=T.M 
ORs. 约定 PXT M WHE. AS nP GEX) .容易 直接 验 
知 


z, 一 一 (5) 
Pel <1 + (dg! @) zz 1g! GO lizl. (6) 
7.81512 BrEMs (oe! r) DEIA G, S 
Fz = f'(x) — ACryg' Cr), (7) 
WW Fr=dø x) P, fl 
det) | < [Fei < JDP. (8) 


特别 dg) =O F x=. 
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i EA cEX. ADDERS 
(ha — delr) ° Pig) = (Fr ,2 — (dgelr),2z,> 
= (Fa — Ff (2),2.) + (Fa2,2 — 2,) = (Fr,z — 2,) 
= (g' (Cr)} a Kg! (2) ed CF Cr) — AC! (4) ET》 一 0， 
可 见 Fr=dex) > Pn BR|Fr|<lder)||P.|. 其 次 ， 
[dgx xz) | = sup{(Fz,z):z € T-M, |z| = 1} |Fz]. O 
BK T XY EA, ee T r, T 2. . 
78258 ARES. fF BES BSS SHAR 
映射 . 
”证 Brr h PARRA yE lra] iE 
f(z) — fe) = Cf Ondt, — T}. (9) 
B yee SL CoS a) FEE SCS ie), T 
J REZ ESARR BOCK. 4 S/H, WI mEB: 
IF Cd Inal). AX AE, R nr Mi Sf CdM" 
(7) Bute. 因此 (DAR. 同 理 A(B) 亦 必 有 界 . Th 
对 ?应 用 指标 理论 的 关键 在 于 验证 p HEPS. 然而 这 是 一 个 
很 强 的 要 求 ,通常 只 能 部 分 地 满足 ,以 至 难以 二 接应 用 7.6.5 或 
7.7.7, AR ER BEAD A AL Ec CBS 8 704) GE REM BLE: 
以 呈 记 时 的 对 称 紧 子 集 之 全 体 , 令 
| ca = inf{supf(A):A € @ H gend Sn}. — 10) 
7.8.3 定 理 设 /,gEC'CX) 为 偶 泛 函 且 满足 条 件 ; | 
(H> f(=0,2740>f(2)<0; 
(Ho ff! REE cKO Sf’ (x) 40; 
(H) g(0)=0,)2)/>oo=|e(r)|>oo; 
. CAD 8 HH .a>0, inf (2 Cr) ry Os 
(H;) za Hg! Cr) TT 
设 M=_¢7 (MASc, HK. GCF c,<oo, Wj —oo<te, <0, x, 
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E M.ED), bah ASAA O HRG). (ii) 车 补充 条 
EF 

《Hey supigenA:;AE @&}=—co, 
WDA EJER. GDY nlel-.c,<coo, Wc, 0). 

证 条 件 (HL) 推 出 a 是 g HEME MEX MOC 子 流 形 且 
M=M=—M. h (H,).M 有 界 且 OEM. 

令 p=f|M.a<0. SRE p 在 郧 上 满 吓 (PS). 设 

{zx} C RfE AR, ld) | 6, (11) 

今 证 {z,} 含 收 敏 子 列 . AM AR ABE os. 由 (6) 与 条 件 (H,) 
Hr AR, TEHO Ider) jo HEM Frese, A CA 


F Ca, — ACT ae! Cr) — O(n — oo), (12) 
HRHD T rdd (2) FRRODA 
Made! (ay) — ft (x. (13) 


由 《3) 与 条 件 (H,) 策 AGA RAR Az.) a. 再 了 亦 强 连续 
(7. 8.2) KS (> Fae) a, 于 是 由 (HH 有 140, f! A0 
这 结合 (13) 与 g'(z,) 有 界 得 出 加 了 0,g' (zt) 一 加 !f' Co) Fea 
FHD r,r. Aip Ep LEPSI. l 
.由 7-8.2, J OR #,.A wo > oea, WCHL ROEM 有 
SLOM K c 有 限时 ca <0. ome. <0. Bc HE PVM A 
对 充分 小 的 e> 0,9 ÉE pe ER CPS), Ai io i oo 7.6.4 AA, 
r《 对 于 G=z,), Pe ocre MACS, H genAzn, f(AI<ctr. 
因 CA)CM 仍 为 紧 对 称 集 ,有 目 genh (A) SgenASn MAIR 
l e <> supfth,(A)) < supf(@_.) Ker, 
Bure. 因此 c 是 9 之 临界 秆 ,而 这 得 出 0). 
HH CH RB. AY 21,93 ACS gend, Sn Mi oS 
sup f(A, <<. #2) 8 FAR We ORR DELS 
BA nm: C Hon, BOF 7.6.5 EK PIED 
HARES Pp RA A.M aba a SS A. 这 得 出 (i). 
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BY nle, <0, iE c. 0. FH cf 0, 606 wii. 
e RAE Si gend, 2a, f(A —e. B Pa: X— Xa 如 下 面 补 证 的 
7.8. 4, 则 有 EZL: 

sup | f(z) 一 f(Pix) | < £/2. a4) 
iY SLI mE M: | f(a) f Pra) | e/2. RE xz 一 zx; 从 
而 Panos. Af RES fa) f Pn) 0. AM. ol, 
由 (14) 推 出 | 


sup [fC Pre) it => sup Ifí) — = ar. 二 


可 见 OC P.A.. FB | 
n <= genA, < gen (Pid) < dimX,, 
得 出 矛盾 .这 证 得 (ii)- E 

7-8.4 31 á # X BWPHARSH. A E a F 
Pi: X >X k=l, 2 X BX 的 有 限 维 子 空间 ,使 得 ry Pun 
—zx,1Prie |zl. - 

证 ASB X *A Hilbert 空间 的 情况 (参考 [202;44. 32D. 设 
le.) E X POR ME IF 46 ES X =span{e sepe}, Pr: XX BIE 
投影 . 若 nr MPa) METAB RMA. RW Pizs 一 
y 

la — yl? = lim(, — Pati — y} 

= lim Car, (I — Pile —y)=0 


得 z 一 ”这 推出 Pirr. O 
注 关于 7.8.3 的 一 个 更 一 般 的 形式 ,参看 [202;Th. 44. A]. 
取 某 些 具 体 的 f,g, 可 得 出 7.8.3 的 一 些 推 论 . 首先 取 g(r) = 
2 |217, W g’ (2) —=223.2.5). HARROP 的 性 质 ( 参 考 
§ 3.2) 与 7.8.3 得 出 ; 
7. 和 .5 推论 BRXAGAKSX'*P-RBOA.SEC CORA 
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函 且 满足 CH) CHD CHK 7. 8.3, FED, M=9B. COC YX. WS AF SP 
CA rIERK MIRE 
Fi (x) = Ax, C15) 
其 中 Ar Of Caan). 
证 $ ele) = 20 |z| W g" (= 227,24. Xa XS R a E 
(3. 2. 5) 直接 看 出 (H3) HOME. B ts >t, Zxr >u, WM rZ u 
=r BCA ORR. 注意 Mg “tr /2). 和 任 给 有 限 维 子 空间 YCX， 
一 MNMNY 是 MM 的 对 称 紧 子 集 ,gcn4 二 dimY ,这 推出 条 件 (H;) 满 中. 
于 是 用 7. 8. 3fii) 得 出 所 要 结论 . L] 
7-8-6 推论 E X EAJ EH Hilbert 空间 , A= A'E 
CLUX) r E0 LAT TO, 
A, = 2inf{sup/CS A Yo:¥ C Xin < dimY < oo}, 
其 中 f(x) =27' (Az, 2), S=aB,(0)CX. Bl aA, EA HI A AE HA, 
== (Ary sta) Er E SA, 0. 
证 BS EADH), Ce) = Arh ead 2 al 满 
E (Hy) -~ (H3) 5 =I > A= 2c,.5 BBM co 与 (10)7 一 致 .于 是 所 
要 结论 由 7. 8, 3 得 出 . 口 
H (Arr) > Oc FOHU-AK A BRB. 
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本 章 引 言 已 经 指出 ,在 临界 点 理论 中 使 用 拓扑 工具 是 不 可 复 免 
的 .不 过 ,迄今 为 止 所 涉及 的 拓扑 概念 还 是 很 初等 的 . H-FRAR 
可 更 多 的 拓扑 知识 ,尤其 是 有 关 同 调 论 的 结果 . 为 便于 引用 ,本 节 给 
出 奇异 同调 论 的 一 个 梗概 .我 们 只 是 罗列 了 基本 的 定义 与 绪论 ,证 明 
与 详细 讨论 请 参看 文献 [如 [11251). 

APH X,Y 记 拓 扑 空 间 ;ACCX,BCY; 称 (了 ,A) 为 一 个 “空间 
wt”. G 记 一 个 吉 群 . 
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(e) Æ R* 的 标准 基 . 称 A,=co{O,e1.°"" rept 为 “标准 户 - 单 形 ”， 
称 任何 ELACA XNA X EHAR P-P” MENERA 
We SA6 (AEC, CX) p- 链 ,其 全 体 依 自 然 的 运算 构成 一 加 群 
CX G). SCAK,AG)I=C KRG/C, (4,0). 

任 给 =Esr, 定 兴 其 "边界 ?3 为 :3 一 DIYer lS E 
Zis A, HS TOL Be“ m EE AeL- 将 
3 线性 地 扩张 到 CAOL BBA 9:C,(X GC (XG) 
LAWAR SPICE 2. TRUE 闻 一 0 这 对 于 定 久 同调 群 是 关键 
的 1).3 自然 地 导出 一 同 态 3 :CC(X AGIC XAG, H 7’ = 
D0;3 IIE F ,. B HH,(X,G)EKerd/Imo41 为 E 阶 奇 异同 再 群 , 称 
H,(X,A;G)2Kerd,/imt iW p SRM a HX, 
DCS HN G). 

令 CP(X,G)=Hom(C, (XG), GK CX, GC MA 
HECO, A GO E. Be 3 的 对 侦 B.C?CX,O 一 CCX,G) ,cm 
ee CA EUR ST” aide 6,30 Mo > Ke MH. 由 于 一 0 与 3 
一 0 推出 他 一 0 与 人 ?一 0. 称 Hr(X,G) 会 Ker6,/Im8， ;为 阶 奇异 
ER a. AP CX.A;G)2Keré’,/Ims",_ 为 p PARAM LA 
- 群 . 

不 致 误解 时 在 同调 群 记号 中 省 去 G. HOO PM TERR], 
BA [co Jc +Imd,44,¢€ Kerd,. 对 HCX, A), HXO, HX, ADFA 
元 ARES. kW. XD BEA A, CX), pe 0); H. XAH" 


l CX) A CX ADK. AAR AL. OOH. YORRA- ARS A: 


H, (XH, YPZ HH. OOZH. YW) CADS p20:H,(X) 
=H, Y). DES ARO B H, OA) CX) OH’ (XA). 
约定 fEC(X.AsY: BIS fEC(X.Y) R JACE. 
7.9.1 定理 设 FECCX,4I7, B) 2 CC(Y.BZ,C). Wf 
— HH SHS fH CX ADH. BD Sf" (Y ,BH" 
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(XA) ,使 得 Ff 一 .9 LHL a f==id 则 /一 id, 一 
id; Cg ° fl. =e. t fa D'I og’. 

”的 定 fee K AMY, BS] kECOUXX, Y) sho = f hk, 
hOIX AYCB;(X, ACY, BSI FECCKX.AY,B),g ECB; 
X,A) 4 g 。 fozid; (X, A) >X, A), f ° gœid: (Y, B)—(¥,B). 
E hECOXX, X) A E ho=id, h (O CYCKX AL (ACB, hl 
Ah |Y =id, MiK A EANO ORY DH-PES KR. E E 
XASAY, DAY BAK X, ABMBE KBR. 

7.9.2 定理 (局 伦 不 变性 ) 车 fog: (X,4)- (YB) M f. = 
go. f° =f ;:BX A AREA ADBEKRBAY, 
B) M H., OZH , (Y.B).H* (X, ASH CY,B). 

7.93.3 UREA UTA, W H.U, AWOSHE A), 
H* (X\U , ANH' (X,A). 

A — (ABRAM) LS ET 


Aras 


+ — G; E Ga Le ves 
满足 lmh, 一 Kerhi+i, 列 称 此 序列 为 价 当 序列 . An, “HE OF 
CH) Be 4Mep RRA p BWA Ime=Kerp 0 >G 
DH E -4ee.GEN, Hab 0 REAR CT HD. 

7.9.4 ER Ë ACBCX, 则 有 恰当 新 列 ， 
"— H, (B, A) iH, CX ,A) +H, (X,8) >H aR, A) 1: 
ay 
1 HB) > H, CO H, (X, B) =H, (B) >; (2) 
HB, AY HK A HIE, B)=-H?UB, Ayes (3) 
HB eH? OO = HX, BH IB) (4) 
Hp iB, A) > (XK, AS j: (XA) CX, BB St C2) 


中 的 3 决定 于 Ael= Lla]: (3) C4) WY oO i. 
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7-9.5 定理 BX X OES RSS OH, XA) 
SDH, (Xr, XN A (p20. 

RAR RCH DR R RARA. ER E Rit 
算 的 希望 很 小 ,通常 是 利用 少数 马 知 结果 与 同调 群 的 性 质 (如 7. 9.1 
一 7.945) 间 接地 得 出 所 求 同 调 群 .基本 的 已 各 结果 如 下 : 
H, X X= 0 E X KER AEAN A,X, A= A X¥ TRE 
变 收缩 为 一 点 , 则 H, CX) = 0, W(X) = 0(p 40), HAX G) EG 
H, (X,G); i 

a 0， pen > lpn; 
MOS sim ol © 
H,(B",B*\(0} ;G) ~ 人 | | © 
St E En HEM. 

在 同调 群 对 临界 点 理论 的 应 用 中 ， 和 通常 到 “系数 群 ”"G ART 
F( 如 一 Zz,R 或 C), 此 时 Hs(X;A,F) 实 际 上 是 玉 上 的 向 量 空间 . 
定义 | Oe 
8,(X,A,F) = dimH,(X,A;F); (7) 


P 
S (X, A; F) = $) C DACX, A; F); (8) 
i=ù . 
XX,ASF) = 和 (~ 1V, CX AF) , (9) 


(9) ROR Ee Be a 称 B, H p it Betti $, 9k x X Euler 特征 

数 ,它们 是 刻 划 空间 对 { 和 ,4) 拓 扑 特 性 的 基本 不 变量 . 不致 误解 时 ， 
《7) 一 (9) 式 中 字母 下 可 以 省 去 . 

7-9.6 定理 若 ACBCX,# 

BKA) S 8,(X.B) + AB A . (10) 

S,(X,A) L SX, B) + S,(B,A); (11) 

¥(X,A) = ¥CX,B) + X(B,A) , (12) 
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(12) 式 要 求 其 右 端 两 项 有 定义 . 
Š 10 Morse 理论 


AW X Æ Hilbert 空间 ,给 定 JEC) 
者 oE K, f" Ce) E GLX) UK xo H f KIER ie FH S 
仅 有 非 退 化 临界 点 时 称 六 为 Morse KA. 用 反 函 数 定理 容易 推出 ， 
非 退 北 临 界 点 必 为 孤立 痢 界 点 .下 面 进 页 指 明 ,F 在 其 非 退 化 临近 点 
附近 的 性 状 如 同 二 Kee. 
7. 10. 1 Morse 引 理 #2 BS MIEKA RS. WA r= 0 i 
Ae C BR ghg O =A) = 20, RE 
F(g€az)) = flay) + 27 (Azz); (1) 
Fala) = CT + 24 e, |? — fae |5), (2) 
其 中 A= f" Cro) =E tX- sE EX AX XAA A SFE 
谱 与 负 谱 的 不 变 子 空间 . 
证 为 简单 起 见 ，, 在 fer 的 假定 十 证 明 . 可 设 2o 一 0 天 (90) 一 
0.4 LOO=I(TELCX).THT*}. Ex 


Box) = [a — ff" Cx di.z € X; 


OCT z) = TAT — 2B(2),(T x) € LX) Xx K. 
BEBwW SCC CLAY) XX, LX BCA,0) =0,8' -(A,0) =2id. 
HH A oa E, TR PT, r) = 0 FECA.) BA CO RTT), Bi 
TJA Tir} = 28), TIA. & pads A'T r PEC, 
AO=0,.¢7 (=I. HR a eRe r= C' BR. > g 
=g, M] g=, y= lNO E: 


Fead) = FO) = | 0 if yyd 
a 
= (BCy)y,y) = STATO YY) 
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= Fy) AK) = 4 (Az,2). 


其 次 , 令 A,g=tA|Xy = ¥ LDN A_),h=g ”出 


fth(a)) = TASES) = Sz, = je fa 噩 


本 节 的 主要 中 的 是 用 同调 群 来 蕃 壕 了 的 临 竺 点 ,所 用 的 同调 群 
都 以 某 个 城下 为 系数 群 . 

首先 考 感 了 在 孤立 临界 点 处 的 局 部 性 态 ， 

7.1022 RSHARU ARABARA Tarr) =c. BE 

C(t. E H NA Ufe UN aed) (3) 
为 了 在 cy 的 临界 群 , 车 re FE SE BE PRA. XO 7.10.1, 刚 称 
dimX. 2 f FE z, 的 Morse 指数 . 

由 切除 定理 (7. 9. 3), CD HU 的 选取 无 关 . 车 x 是 非 巡 化 的 ， 
取 已 为 一 个 球 , 则 由 52) 观 察 出 (六 站 六,A 门 CNzoj) 有 简单 的 形 
变 收 缩 . 循 此 思路 得 到 

7. 10. 3 定理 车 zx。 是 了 的 非 退 化 临界 点 ,其 Morse 指数 为 dy 
MC, Cra JO =009 4) .C ay JI HFG). 

证 ”可 设 x =0, fa =2 asl? la |) OK 7.10.1 的 记 
号 ). 分 别 以 BB id XX pA BR, AG =r +2). 
7B HER A HEC B, fof) CBM{0}) BE KAS CB BAN (0}) ,于 是 

CO, =H, CB, BA{O}) (7. 9. 2), 4 cok dy Hh eB EME. 
车 7 二 oo Ae P=BWA ce CB, B)  Fixp =O (1.4.40.9-2€ 
B PETE- fc) € S=aB, tE rE (ola). f(r) ]; KBB PEC. 
S).¢\/S=id. ERE EG a) bad 4 Ata BACB BIOs 
C5,S) 的 形变 收编 ;类 此 

C0, 一 好 (有 ,BAO = H,(S,S) = 0. g 

7.10.3 表明 , 非 退化 临界 点 的 临界 群 完 全 诀 定 于 Morse 指数 . 
若 j 二 0, 则 由 (2) 知 ze 是 了 的 严格 极 小 点 ,由 7. 10-3 A Colton f= 
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FYC,(ro,f/) =0Cp>0). € XXSR, jmn, Aa E S FARKA, 
Celto P) =F Cp Cto P) =O pFn). 

为 用 同调 群 描述 与 临界 点 有 关 的 整体 性 质 , 需 用 一 定形 变 定 理 ， 
此 时 不 觉 用 到 PS) 条件. | | 

7.10.45) 设 上 满足 (PS) ,在 la,5j(a<6) 上 仅 有 临界 值 <， 
IK. | oe, SW Hoh SOSA. Cfo SAK). 

证 73.535792 BH... H 7.3-2 
A H, OAK SOSA. fi f)=0, FÆ § 90) SP 

0 => H, faf > HS IAK — 9, 


由 此 得 HfS d ZH, Ga” f 和 NK ,如 所 要 证 . CJ 
车 K.= {x Ega" > > WHA Be E HE 
H,Cfesfe\Ke) =C tf). (4) 


设 上 只 有 孤立 临界 值 …<c_i<ce<c<c…，| 天 .1<eco, 取 s>0 使 s 


min {cC M ti Ci es | } ER 
M, & DydimH,Cfo pesee) (5) 


A JW p Bt Morse BH. AG) 7. 10. 3,7. 10.4 得 出 : 
7.10.5 推论 车 是 Morse RRAWECPS). AM Mp 二 “了 的 
Morse 指数 为 p AST RN. 
| 7.10.6 Morse RYA H/H EPS) ach, Kima K, [Kal 
<o, T rc€ KARAREN RRM, Bf fle bl EN 
Morse 43 & , Wi 


AURRE” iS DI M;,; (6) 
Xf fe) = $ 1M, (7) 


Spo He § 96809) BSE (2) HEA. 
证 HSC, HAMA (c;} aan Se Mace, <- <e, 
<a,=6, HO 58 91D 
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a È 地 
d= DUM: = DC A fa, ) 
ft 


i=? . j=l 


= DSS aSa) = Salias 


i=l 


BY (6) a ae. 其 次 , 设 DC 1M, KA p50, V i>p;: Mi 二 0 
& £.=8:fs.f.) WHA Ss § DA 
Ppi = Spk teste) + Spi fos fa) 


$ È 
SO IVM: + $ ~ DM = 0, 
r= - {=ù 


由 此 得 p= AS, fo) = DOLUM. ABV >p B= 
0: 于 是 
È Fi 
Xft) = DO DVA = C DAO DB 


` F 
= (— DPS fd = (— 1A 19M, 


iwọ 


fe 


本 节 的 局 部 性 结果 显然 可 推广 于 Hilbert 流 形 上 的 局 ?函数 (类 
比 于 Banach 流 形 ,Hilbert RBM 2 MH SAB:  7.10.4~ 
7.10. 6 基于 局 部 性 结果 与 形变 定理 ,因此 同样 适用 于 Hilbert HIB 
E C GR. 有 鉴于 此 ,不 难 从 7.10.6 得 出 : 

7.10.7 推论 BM Bn ERAP, JECA Morse M 
wM: 是 了 的 Morse 指数 为 i HAR STH, A dim, M) , Wi 


$ ld 

Ye ~es DO MO S p S n); (8) 

i 二 办 F=0 
S= 1Y A: = > (— DM.. l (9) 
i= į i=0 


7.10.53 定理 设 满足 PS) 且 下 有 有 界 ,z, 是 f PARLE 
点 , 它 非 极 小 点 且 有 Morse 指数 j<, N f BOA 3 个 临界 点 . 
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Wot 7.4.2. f PRD ZO 2 BR RDA. P= 
<ax flr) <b, K= (trh H§ 90208 
thi? = Xfer fa) + XC). (10) 
(4) 5 7.10.4 Hes fd =C, (ros BAA 7.10.3 $ § 9D 
CDE Ylfa fa) = C1). 类 似 地 ,由 
JF, p=0Ù 
Op>0 
得 XC) 二 1, 因 此 zf 记 ) 一 1 十 (一 1)1. 另 一 方面 ,由 7.3.2 X 可 强 
形变 收缩 到 所 ,这 推出 XC( 记 ) 二 X( 文 ) 二 1, 得 出 矛盾 .因此 |KK | 之 3. O 


Hd = CaN = H drp = 
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第 八 章 ” 非 线性 动力 系统 


动力 系统 理论 起 源 于 19 世纪 末 , 关 于 常 微 系统 的 定性 研究 . 现 
代 科 学 面 对 大 量 的 时 间 动 态 系统 ,对 这 些 系统 中 种 种 复杂 现象 进行 
定性 考察 的 紧迫 性 ,推动 了 动力 系统 理论 的 发 展 , 并 使 其 具有 日 益 增 
长 的 重要 性 . 

对 于 非 线 性 动 为 系统 的 整体 性 质 的 研究 ， 流 形 概念 是 必 不 可 少 
的 . ARE MBAS CX-WE or >l, M 上 已 定义 一 Finsler 结构 
| 及 由 | 导出 的 度量 4 (参考 $7.1). 许 多 概念 与 结果 并 不 依赖 于 
_ dimM, H — 26 qe He RE RR dimM<coa, 


$1 基本 用 语 


任 给 JE Ditfr(a) , 称 变换 群 { 户 :saEZ} 为 一 个 离散 流 . 任 给 M 
上 的 Cr 向 量 场 8, 当 yr 之 1 时 决定 一 (局 部 ) 流 ,约定 记 作 志 , 妓 = 
OG, * treat 是 二 过 工 前 积分 曲线 57. 2.3). OES EG 
tA MB ARR SERA ARR, MAMA RK. “离散 ”与 
“连续 ”这 丙种 情况 之 间 的 类 似 比 初 看 起 来 次 深刻 得 多 . 这 一 事实 自 
从 Smale 在 其 著名 的 论文 [168] 中 大 加 强调 以 来 ,已 为 众所周知 . 动 
力 系统 理论 的 许多 概念 与 结果 ,通常 对 形式 上 较 人 简单 的 离散 系统 给 
定 ,然后 过 小 到 连续 系统 ;这 种 过 渡 虽 然 不 总 是 平凡 的 ,但 通常 有 一 
OG A REN RST. A AABN ESR MHC MMAR. 

UFE SEDEM M LOC HR Erl. 下面 一 般 只 
对 给 出 有 关 术 语 与 记号 ,通过 代 PHS DMRS 6 的 对 应 术 
语 与 记号 . 

8.1. 1 定义 fc eM, KODA P(r) mE ZH fats 
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Rid HOTS (x) 2 ZH ER. 4 nokt (P(r) EE 
MRR RA ch wo RR KERRE wo). > Perf= ird ne 
LPC=2}. Axe Perf Fis: MARA p>: a =x, Rix 
样 的 zA 产 周 期 点 , 称 〇 5Cz) 为 户 - 癌 期 二 扫 . | 

”必要 时 以 Or, EER Oz) Ot f) ole, MELB 
th. 约定 az, J) Solr f) L= Y Co. N Ueto J). 显然 
Fixf CPerfCLOA BETS SAGAR AP RR SRR A 
集 ) 刻 划 了 /的 不 同 程度 的 “回归 性 ”. 直接 看 出 ,zE Perf O(z) 紧 
S04) =al2): FOOTE M oz) AES EM. l 

对 于 完全 类 似 地 定义 Or) Ot) ole), Peré;0C2 5 

DO Cr,6), 余 仿 此 .与 让 的 不 动 点 相当 的 是 冶 点 : 若 Cr) = 0, MK z 
WAS aOR ARE, Ee) = 0S rE NPixé,. 


8.1.2 命题 KTP RUFRE.OFOD R.A oC DRES 
RM: GG ee Peré.Fad HOWARD p>: C2) =e ht 
时 称 OCD) p- ARABI Dr E PereS0 (2) BOO Ur) =a(r), 

证 REG. BR TEPert= 二 DO 62) BPO Ww) =w). E Ol) 
= wlr) = U Ay A= (6,(r); |e] <n}. Baire 定理 知 某 个 A, 在 
OD PRA RM y B E Qe y¥G oo) UMAR i A E (QE Ane 
推出 r€ Perg. CJ 

sh K SMe A PR 这 往往 决定 
FOR Be AD Ae FFR R PR Fa SA R 
一 一 的 考察 . 因此 ;不 动 点 (或 奇 点 ) 与 闭 轩 有 基本 的 重 蛮 性 ， 

8.1.3 Æ% B ACM. BY c€ A:;0G)CALOTOMICA] 
BRAN f ARERR I, 

BRAM SR BLIER RIO SA= ALPACA]. Olr) wle}, 
Fixf Perf. LOO RF RELY WASSER AREER; DBE 
ER. RASH RETF. FAM SRE, MARR AN "DR 
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S\A 分 离 出 来 进行 独立 考察 . 

8. 1.4 定 义 设 A 是 了/ 的 紧 不 变 集 ,分 别称 

WCA) = (2: dI), A) > 0(n + 00)) (1) 

与 W"CA) 一 (六 Cr — O(n +— 00)) (2) 
为 4 的 稳定 集 与 不 稳定 集 . BVCW CAA rE V-O), Mi 
ARV. EWE A HBR, MR A 为 吸引 子 . 若 zEPFixz AR 
WF. War MABRY. ze SRY EUO CVA 
工 是 渐 近 稳定 不 动 点 ， 

RRA CAS WCAHS TU A TRA ATS 
近 ” 的 状态 已 得 到 搬 述 . ERR HARE RAAT A 
SED A TT WAS CA. | 

动力 系统 理论 的 基本 观点 本 质 上 是 拓扑 的 , 即 它 只 关心 系统 的 
轨道 结构 ,不 关心 轨道 的 准确 形状 : 凡 有 相同 轨道 结构 的 系统 不 予 区 
别 . 问题 在 于 如 何 界 定 轨 道 结 煌 的 异同 ,这 依赖 于 一 塞 按 “拓扑 等 价 ” 
分 类 的 原则 . l 

8.1.5 Æ% BNE M—-HAC WH. SEC Diff (CM) ,gE€Diff 
(ND). SA BRIA S Sg GREER, EA: AB, ER IA 
=gh, Wik SHEA ES g Hth; AM, B=N ARRS 5g 
Hihita f~e. B61 UCM—M 5 g:VCN>N 分 别 在 a 
EU 与 bEVY 处 为 局 部 AE, HA a 的 邻 域 避 CU5 Ay CE 
V, ME AU UAV, U gV iE hlad = 5, hU 二 Vi,hfiU 一 gh1 


U1, 则 说 S 5 g ARERR EE Sag 4 ab HEES, 
A gh) 
EE A= ghoh =gh AM f~g 时 /与 g 的 轨道 在 一 同 
胚 映射 之 下 互相 对 应 ;相应 地 ,与 的 不 动 点 、 闭 轨 等 亦 互 相对 应 ， 
因而 可 以 说 有 同 祥 的 轨道 结构 .车 F 一 5, 则 局 部 地 有 同样 结论 ， 
设 &,9 分 别 为 M 与 N 上 的 Cr HRA BAMA MN, 使 得 
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- hE =DAGK RS hf =gh Mit), WU E 5 9 HbA iH E~n. 


AF ÉR R, ja htp LR G BOR GE RS a 
SAE h MN, ARE HRN y AARRE, 
则 说 有 与 了 拓扑 等 价 . 拓扑 等 价 的 向 量 场 的 轨道 、. 奇 点 . 闭 轨 等 亦 在 
朵 胚 映射 下 互相 对 应 ,因此 亦 可 认为 有 相同 的 轨道 结构 .对 于 与 3? 
“局 部 拓扑 共 稀 "与 “局 部 拓扑 等 价 ” 欧 概念 ,可 作 类 似 肇 划 . 

动力 系统 理论 的 基本 问题 之 一 ,是 判定 “充分 接近 ”的 系统 是 否 
拓扑 等 价 . 为 此 需要 对 系统 的 “充分 接近 ”赋予 适当 合 义 ,车 F,g5 V 
CXPX H C Bea, UY | 7 一 gjo(0O<essr) 氏 充分 小 时 说 /与 
e 充分 “C" 接近 ”; 由 此 引出 空间 C"(V , 义 ) 中 的 “C" 拓扑 ” 进而 通过 
PA At kt eB) Die CA EA Cr 拓扑 :Cr BRS VAM, EWS 
述 参 考 [209], HRS. AAR A RR SC 近 
似 ? 表 示 子 的 某 个 “充分 小 C SBR” AY EE AT Be. 对 向 量 场 的 C" 近 
做 可 作 类 似 理 解 . 

8.1.6 定 义 设 /EDIiff"CM). 车 的 每 个 C 近似 拓扑 共 因 于 
FW fC 结构 稳定 ,车 1: UCM>M 在 aEU 处 为 局 部 C' 同 
ER f 的 每 个 C' 近似 g,3 LEU: ,0)~(g,6), 则 说 在 a 处 局 
部 C 结构 稳定 . 向 量 场 的 结构 稳定 性 仿 此 定义 (但 用 拓扑 等 价 蔡 代 
+h fhe). | 

E feg Diff (CMD) .2,46€M, J (Da, g Eb, WT Wie Cf.) 
~ (gė). 可 见 仅 在 不 动 点 (对 向 量 场 是 奇 点 ) 处 才 有 考虑 局 部 稳定 性 
之 必要 . | 

主要 出 于 Smale 等 人 的 大 力 提倡 ,逐渐 形成 了 关于 动力 系统 理 
论 基本 问题 的 一 致 看 法 ,概括 起 来 就 是 :对 一 定 的 子 集 FCDiff 
CD, 1 EBSD SEF 为 (整体 或 局 部 )C" 结构 稳定 (稳定 性 
LB); DRA RBS EOS TR (MRR) E F P 
Fe ARSE MIE DK TDA). Mt RS Re. 
以 上 问题 迄今 仅 对 某 些 特 殊 情 况 获得 了 令 人 满意 的 解答 . 
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AH BSB AS BE eB a RE. 首先 ,对 任何 拓扑 空间 
对 与 AEHomeoCad), 太 生成 一 “拓扑 动力 系统 ”{ 产 :naEZ}，, 本 节 对 上 
EDiifr(Ca) 定 义 的 种 种 概念 依然 可 用 . 其 次 ,对 于 ECM, M), AT 
考虑 “ 半 动 力 系统 ”{ 户 :mrEZ+}. 关于 动力 系统 的 种 种 概念 经 某 些 显 
然 的 修改 之 后 亦 可 用 于 半 动 力 系统 . 


$2 双 曲 不 动 点 


对 于 EDOM LHC 和 岛 量 扬 ,首先 考虑 或 在 给 
定点 cA EBT A. SAren], MaR SET r Hf 
近 的 轨道 有 如 一 族 平 行 移动 (参考 8. 5. 1), 这 种 简单 形态 自然 不 必 
Sie. Fz fe f WR SLE 的 奇 点 ], 则 自然 试图 通过 上 或 < 在 z 处 
的“ 线性 化 ?来 了 解 系统 的 局 部 轨道 结 梅 . 为 此 ,给 出 以 下 定义 : 

-821 定义 & HCX)=(ACGL(X) o(ANS'= 9) ,Or OX) 
={AE LX) e E H(X). 分 别称 HOG COCO PHILA X E 
Bx) BX BO de] PA Ag HE. E r EC OR UCM eM 的 
RB LE od (a)? WK 2 WRAY df (ce HTM) Bt 
Rr ARMAS A. Ba BUCM ENC ARSED, E C= 


Í (aba) L- MH E (2) EGL CFM) BY BR oo OW A E 


(2) 6 GOUT MOAT RR x AR AH AP a- 

首先 指明 ， 双 曲 自 同 构 与 双 曲 线性 向 量 场 有 很 简单 的 轨道 结构 . 

8.2.2 定理 B ACHIX) MAHE X=X'OX EY OAs, 
oo 时 A"z,>0, A 2,0, | Av" a, | + oo, 
| At, | ec. 

注 ”如 通常 一 样 ,涉及 谱 概 念 时 总 假定 相关 的 空间 与 算 子 已 经 
变化 . 

证 令 g 一 4AE aA); |AL<1),6,—6(A)\o,. 由 标准 的 谱 分 解 
= 24] + 


结论 (如 见 [75;4.6.6]), 有 分 解 区 一 X' 中 XX' 与 4 一 4. 中 4 使 得 4， 
EGL(X') A EGLOX") o CA.) =G A) =o, ¥ LEX r= 十 
Tarn E Xx, X". RS p21 > p> max{r,(A,).7.(Al}. EX. 


| Hal = Deiz lal = Sjoa eh: 
a0 ag 


lell = max{ lz, afl}. 
BR lol< lx, Skel Doe AT Mt le RORBR, Bt) 
ERX kL-SHMMI : | BBM Ar I <p ll z |, Aw 
| A.) Saš || AZ! Il <p, FB l 
fe" | Avz, zl <e Antz, |; 02) , 
e*fAvxn ll <a sega... f 
(2) 直 接 推出 定理 结论 . 
称 人 1) 所 定义 的 六 为 4 BR EER” Hr maxi | A ||» i 
Az? || 325 A ROSA BE D rcl E 0 闫 TEX',0 关 zx.EX*, 则 由 (2) 看 
H |} Az, | 5 || Az. |) tn PEA FB. 
完全 平行 于 8. 3,2, 有 以 下 向 量 场 结果 ， 
8-2.3 定理 HACE) MADR X=N' OX, HH Oz, 
EX 042.6 A took} Ar 0, A,r. 0, | Apr, | oo, | Ajax, | 


L 


(1) 


-~o,A =e", 


证 FN 8. 2.2 F et BAM XXX e= BOB. 到 充分 小 
Hy b> 0, BUF C1 


| el = [eA dt cell = [LAs des 


(x ll = mazi I z l, iz 1}. 


(3) 


了 
E Jz) Jen Brf e AA Ma 
nth 
< izl aA A 
Apa a 
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对 |z| 亦 有 类 似 不 等 式 , 因 此 (3) 定 义 出 等 价 范 数 角 。|‖. 赴 (37 得 出 
和 Asx, I] Se Iz. ts | Az. A <e™ Ix, || Fi 


“HA 3 = Ts =a AT, $ 
£ Az S ia l S e ff li (4) 


eA cl S lla <e*P Ae |. 
(5(2 3). (4) 直 接 推出 定理 结论 . L 
注意 若 Oz, € X02 E X*, CDE | Az, | 5 } Ar || 
关于 上 严格 下 降 . 


8. 2. 2 与 8.2.3 中 的 天 ' 与 XX 分 别称 为 A 的 稳定 子 空 间 与 不 稳 
定子 空间 , 概 称 不 变 子 空间 . 关 XX/ 二 XX[X" 一 区], 则 称 0 为 A 的 吸 点 
(RADRASREA MBA. HON AX, KOH A MRA. 
称 dimX’ 为 4 的 稳定 指标 ; 若 4E 如 "CR"), 则 可 指明 dimX: SF A 
在 左 半 平面 的 特征 值 之 个 数 ( 计 算 重 数 ). | 

现在 的 问题 是 , 非 线 性 系统 在 其 双 曲 不 动 点 附近 的 轨道 结构 是 
否 类 似 于 其 线性 化 的 轨道 结构 ? 这 将 由 本 节 的 主要 结果 8. 2. 5 作出 
肯定 回答 .证 明 8.2.5 需要 以 下 的 

8. 2.4 引 理 i TCGLCX) p XX, Lipp [TO A THe 
E Homeot(X). . 

HV yEX,4 F,=T G9), MLipF,<|T "|. Lipp<1, F 
是 有 唯一 rEX:r= F, Trtar) y. HR THp A 
St. Tr tpl = yg 

lyi — yl > Tr — Tx) — la: 一 a,|Lip¢ 


= QAT — Lipp} fz, — rl» 
3k eR CT +p) ES, A T+ pe Homeo(X). O 


8.2.5 定理 (Hartman, 196 $ f=A+e: ACX-X HC UR 
St. f(O=0E0,A=f' (0) CH(X), WCS.0}~(4,9). 
证 WW Lipy 充 分 小 且 PE ZACK, X= (PECK, X): 
lel <0o} E N RE St DS OS 0, FE BaO Sb LA psr lr IDR p 
(23). 由 8 2.4 4 $C Homeo(X%). AES hE Homeo(X) GH fh=AhA 
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(B. 1. 5)， 只 需 证 以 下 命题 : 
(Pi 车 .JEZ,Lipyg 5 Lip 多 充分 小 , 则 存在 唯一 
A=I+y9.7°€Z,(A4+DA=ACAT@D. 
事实 上 ,车 tP) 成 立 , 则 有 == 了 J 十 生计 全 ZC 二 11,2), 使 CA 十 9 一 
hy A, Ahh (A+). 这 推出 CA 十 PD 有 hs 一 haCA 十 PD hh IEZ, 
于 是 由 唯一 性 有 hs 二 了 ; 同 理 和 hi 二 1, 于 是 二 hh 合 于 定理 所 求 . 
下 面 证 命题 (P). 

BEX Xs Ars Aus i ll 4K 8. 2-2,P.:X->X BRB. SO = Py 
CHEZ) Z =X; X i Ppop s Z usp. 仿 此 . Z=ZOZ" pR 
HEX | yi o=sup ata) li. 

F} = UKAY HAU +99 — pA tH H 
A T OA +0 —%*#U0U4+ 094+ 9) 
定义 出 :ZZ 一 2. 因 

LipF < max{ || A, + Lip¢, | AD? || Gl + Lipp)} < 1, 
MAM — 7E2Z;7 二 FF9. bh 二 J 十 7 即 合 命题 (P)7 之 要 求 . L 

平行 于 8. 2.5 的 向 量 场 结果 是 ， | 

8.2. 6 定理 (Hartman-Grobman) ESA +p:NCX—>X BC 
H EEO =0,A=2' (DE MX) WES AKRE 处 局 部 
Hitt. | 

证 ”如同 8. 2.5 之 证 ,可 设 PE ZAC CX. X) cL Lipe EH. 
由 标准 的 微分 方程 结论 知 SRR MRM Y E,H Lipke", u= 
JAjt+e. & Ame, p =E AN EXA 


laz] <f iaer Ez) }de<tl glo + i141| 1axlar, 


于 是 由 Gronwall KÆRI Ar, ple". 显然 此 不 等 式 亦 适 用 于 
0,8 AEZ ERL YES, H 


(Oz — byl S flag — By) + KE) 一 Ey) \de 


(5) 
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<| dal 18.2—6.y| tee l2—y| dr 


<ee|z—y|-+1Alf 10.2—@ylde 
ihr byl Sett] r yl A E Lip@;<ee!*'**. 对 有 Al 十 外 应 用 
8.2.5 BME — h=I +7 E Homeo(X): 9EZ, hA = Sh. YEER, H 
ERALA = Eph A &RA_,—FT=AQA_,+@hA_.C Z 及 唯一 性 得 
ERA =h BA CAAA, E 

8.2.7% B ACHCX), BELCKX),|A-B|BS. MA 
之 B; 因 此 {B : A 之 B}CL(X) 为 开 集 . 

证 ” 取 wECIR), 使 在 :==0 邻近 w(t) 一 1. 令 p(x) 一 w(t!x1) 
(Bz— Ax), A pE Z,Lipge<const |4 一 B|, 在 z==0 邻近 tA4 十 办 工 = 
Bx, 于 是 由 8.2.5 推 出 所 要 结论 . . O 

8.2.8 引 理 设 AEGCLCX). MY e>0.9 2>0,Y BELCX),¥4 
|A— Bi <8 Bt 6 B)Ca(AD+-D,(0),D.€0) = AEC: [Al <e}. 

证 ” 若 引 理 不 真 , 则 有 e>0,B8,€L(X). tk | A—-B,| +0, BA A 
E 6 (B,)\[o(A) + D009]. AR AA EAE CCA), FR AI AE 
GLCX). 这 推出 对 大 的 ?有 AI-—BL,ECGLIX),. 5 A€0( BO) FH. 门 

8.2.95) Ra aC 映射 :UCMM 的 初等 不 动 点 , 则 
SRBC HR ¢ Ez RUA AR zx:， 且 zx 是 初等 不 动 
点 ; 当 zo 是 二 的 双 曲 不 动 点 时 x, 亦 是 g 的 双 曲 不 动 点 . 

Mr RSH ABBE. | l 
l 证 BARB SR ARR 三: UCX—X,f(O)=0CU,1Ee 

Cf (0)). 于 是 对 观 射 
CW,X)XU>X gn r — glr) 


AR BOE RHA 8 2.8 MEE. 0 
8. 2. 10 定理 BC MH Sf: UCM>M UY c ARARA 

则 了 在 re 处 局 部 C 结构 稳定 . | 
对 向 量 场 有 类 似 结论 ， 
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证 Ree fC WO. E 8 2.9, Er SHARE -ABA 
xe Az, BWM ABA. 由 8.2.5, 有 fdf (ao), g dg (ze); 由 


8. 2. 7,88 df (zo)~dg (ag) FES r) (grt) M SHE zy 处 局 部 
Cr 结构 稳定 . 


S3 拓扑 分 类 ， 一 般 性 


本 节 给 出 HROS CCR ) 的 拓扑 分 类 . 由 8- 2. 5 与 8.2.6, 这 
”相当 于 对 n 维 流 形 上 的 CC" PRAT AL BB Ah a C 问 量 杨 的 双 曲 奇 
点 作出 了 拓扑 分 类 . 

8.3.1 引 理 设 A,BEHOOD,(4,0) 一 0B,0),; 则 A~B. 

证 设 4 与 下 的 不 变 子 空间 分 别 为 XX SY ULV BX 
的 六- 邻 域 , 同 上 旺 关 :7UAD 一 USBY ÑE AU =V AO) =0,AA|U | 
= Bh |U. $ =U NXV =V NYU", V" fit. RARU =i: | 
ail <é}, ll + | 是 4 的 容许 范 杉 -W re’, ArEU S0), A*r 
> 0(k--00), FB BhashA'z—0, Al Ace V's KAU CV’. A 
AU DV", At AD =V’” 2 AL". oc, CX’. >o, iE A'r, 
CU SEM AD =B RhA r A hr) kX, A BMAX 
Y A PARR. Se EM A XY", W hh, X hu E Homeo (X) iit Æ 
hA=Bh, Ast A~B. LJ 

83.25/58 4 PCH(XYE— 连通 子 集 ,4,BEB, 则 A~B, 

证 8-275831 中 每 个 “~ 等 价 类 ”是 相对 开 集 . 由 连 
通 性 ,8 只 能 含 一 个 一 等 价 类 . | | 口 

8. 3.3 定 理 任何 AC HRY BTR ME AF in PARI 


的 栋 准 形 之 一 : 


. 1 1 1 ， 
diag + 2 or rgrt ie st = J, lyn. (1? 


证 首先 证 ACHR) PREF OPE RE. WHS A 

向 HRO A BY ESR HE RE EE 8. 3.2), 直 至 化 为 标准 形 ， 

这 非常 类 似 于 1.7.5 之 证 ,因此 只 需 述 其 大 音 . RB 4 是 Jordan 

ERAS DO OI AIS&S BU FBRZ—: | 
. a — 8 1 


A 
1 B a 


0 1 l 
a — Ë 1 (2) 
Bp a 0 1 | 
其 中 Ae BER, |A|~0,1,07+ P01 (2) FAY 1 换 成 参数 :并 
令 其 连续 地 降 至 零 . HKE atif =p ,将 日 换 成 参数 * 并 令 其 连续 
地 变 到 零 . 这 样 ,4 一 diag (Ay, + A.) +14] 40, 1S jan). 再 经 几 个 
明显 的 “连续 变形 ”步骤 , 即 得 出 4A Se RE OHEA EE. 
HREM PRREBRAKRM. 设 4, 召 是 1) 中 的 两 个 标准 
形 . 车 A~B, WA hE Homeo(R")  AA=BA FAS BHBETS 
间 分 别 为 x SY, We XY. AG AB PRALI/2 之 个 数 相 
同 . 利用 AA=Bh, HA EER RH —1/2 在 A,B 中 同时 出 现 或 
不 出 现 . 对 一 2 亦 有 同样 结论 ,因此 A=B. 口 
与 8. 3.3 相对 应 ,对 EECR") 有 以 下 分 类 定理 : 
8- 3. 4 定理 任何 ACO (R MURR Fat PERİ 
EHREEŻ—: 


+ 
+ + 


diag(— Lye. — 1,1,0,1) i = 0,1,’ n. (3) 

证 REHA: A4, BER, A~BSA 5 BABEI 
HHR. A 4 BAAR FSS XX" 5 YY. 4 A~B tj 

8 dimX'=dimY’. RZ ,#.dimX'=dimyY’ ,.WAREAW q+ XxX © 

Y'a: XY", SIE A~B. A =e", B, =e". BA A.C Homeo(¥"), | 

使 hpAg = Bh sh, ti bE, 9 h=h,g, X hp © Homeo (R") kA = 
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Bh, Ali A~ B. Rae AA EAn EA Cu 的 构成 是 类 似 的 ). BX” 
代 R, XES i X=Y IR, grid. FREER AC Homeo(R’ {E A 
Am Bh. SHAY Si - i WR EXT A,B 的 容许 范 数 ,S 
5S’ A SAR. > ADS all’. At SS ARR. 
PRAM: 有 00) 二 0; 若 rE R M || Ax |} Otc R FE, 
AME— TCR ATES, EX ACe)=—B_AA 2. WME ARR". R 
St PRE MT AL AA =B,A, AE h ee 2 (lhl SA th AE SE). 设 Tt 
X00), A mn ES. É TÆ AcE S, We mmr, FB ACoA 
Cc). r=0, Rh ry — 00 A Cry) 0. 因此 ES. Ll 

结合 8. 3.3,8.3.4 与 8.2.5,8.26 得 出 结论 : 若 dirmna 一 ay iil 
MEN C RNER MBA ASHRAM AAA 4n 种 不 同类 型 ; 
或 者 说 只 有 4 种 拓扑 上 不 同 的 双 曲 不 动 点 ,其 中 每 种 可 用 一 个 标准 
的 线性 变换 作为 说 明 . 对 对 上 的 C AM A ae. 

. 至 此 可 以 说 ;对 双 曲 不 动 点 [ 奇 点 ] 的 局 部 性 质 已 有 了 完全 的 了 
解 .于 是 自然 提出 问题 :在 多 大 的 程度 上 有 理由 假定 动力 系统 仅 有 双 
曲 不 动 点 [ 奇 点 1? 这 就 进入 "一 般 性 ”的 课题 . 首先 可 以 说 ,有 限 维 线 
性 系统 一般 ”是 双 曲 的 ,严格 地 说 是 : 

8.3.5 命题 H(RO5 (RR ) 分 别 是 GL(R") 与 人 (R") 的 稠 窗 
开 子 集 . 

证 直接 由 8.2.8 推 出 万 (R”) 在 GL(R") 中 开 , 从 而 COCR = 
exp” ”HCR") 在 LCR") 中 开 . 任 给 AE GL(R") , 当 p>] 充分 接近 1 时 
”PAEHCR")( 否 则 有 P41; 入 EoCPA) 门 $1, 这 推出 ocA) 合 一 无 限 
RLA D RR HRO E GL(R*) HA. 类 伏地 可 证 SCRE 
L(R?) BH. 口 

为 以 上 结果 所 鼓舞 ， 似乎 可 推断 “QA AR - 
点 .在 一 定 条 件 下 确实 如 此 . 为 达 此 结论 ,需要 某 些 拓扑 准备 . 设 FE 
CMN) Q 是 NN 的 子 流 形 . S EM, y= EQ Adf. 
(T,M)+T,Q=T,N, Wik ff EEQ. 
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8.3.6 引 理 RMEmRC RHEIN En #C HER 
NN 的 CC" 于 流 形 ; 则 {FEC CM,ND : f RRQ COMIN) PRB 
集 . 

关于 以 上 结果 可 参看 [92 |]. 

8.3.7 定理 Men BC 紧 流 形 ,Go 二 {fE Diffr CM): 了 只 
ADMSARMD RS) G={(feG:F AAR HRA). AGG, 是 
Diff CM) * FER. 

证 Of SE Diff (AD.2zEM. 则 工 是 了 的 初等 不 动 点 沪 f (zx) 二 zx 
A id—df(r) € GL(IT,M) Süd, rE A Had,afc YT M+ 
Teun A=TMXTM, tt Rb A={Cz;z): zE M}. 因此 G= {fE Diff 
(M): Gd, DHE 4) ,于 是 由 8.3.7 得 出 G 是 DEF (M) h hA N 

其 次 证 G 在 Diff) PH. RE SEG, H829 RAY 
不 动 点 ,因此 Fix f= (2 } BR. gE DHMO f HC 近似 ， 
出 g MER x 邻近 有 趴 一 不 动 点 且 是 双 曲 不 动 点 C8,2.9), 因 此 
g&G,. eR G 是 开 集 . 

最 后 证 G, 在 Go 中 稠 ( 从 而 在 DiEP ONDER. 取 定 FE Gu. 如 同 
EE, h 8.2.9 EM Fixf=(2} BARR. MEM CHRO LA 
PS ADA yoyr EU U Be ARANAS. 于 是 只 和 需 指 明 ; 在 

每 个 LN 内 对 了 了 作 微 小 修正 可 使 z 成 为 双 曲 不 动 点 . 所 需 局 部 修正 
可 在 R ER: UCR" =R" WL 0EV 为 唯一 不 动 点 ,了 ' OE 
GL(R"). A gECER*), 使 在 z=0 邻近 Kad =l, F g(r) 一 fA((1 十 
err) ,E> 充分 小 ; 则 gg 是 下 的 C' 近 极 ; 在 R 的 基 个 0- 分 域 外 
gaod =f ag (O= AHA (OC HR’) (BSF 8.3.5 之 证 ), 可 

A, g 以 0 为 双 曲 未 动 点 . l E] 

注 用 类 人 委 的 方法 可 对 向 量 场 建 立 与 8. 3.7 相应 的 结果 . 
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$4 稳定 流 形 


E xo 是 FED OO ERMA. WK 8.1.4 有 

Wiro = {x € M;i f*\(2) > ayn — 00)}} * C1) 

Wr) = {a © Mf") > t(n > œ) }. (2) 
本 节 要 指明 , 当 r 是 双 曲 不 动 点 时 W'(zo) 与 WO AAA RC 
流 形 结构 .对 于 ACHA), h B. 2-2 有 了 (0 4) 一 站， 一 (0 A) 
=X", XX" 是 A 的 不 变 子 空间 . 利用 这 一 线性 结果 ,可 以 描述 
Wro 5 Wro E ro 部 近 的 局 部 结构 ;由 此 经 一 适当 构 吐 即 获 得 
Wied 5 WR CRB. FRR RA WD 以 下 局 
部 结果 是 关键 的 . l 

8. 4- 1 定理 WC ORB ACX >X 以 0EDN 为 双 划 不 动 点 ,4 
=F (0),X°,X" Sil + | 8 2.2,78X PRB | eA 
={rEX: lc <e) XX i. E eo 充分 小 , 则 存在 gEC 
(Xi, Xi), gO) =0.2' (0) =0,6Grg=Wi (0 & {2:07 C25, OT 
Ae}. . 

证 邻 g=f 一 A. 因 问题 是 局 部 的 ;可 设 8 全 Lipg 充 分 小 (参考 
8.2.5 之 证 ). 设 A,A, E 8. 2. 2 ZEP, XX 与 Pau XX BE 
E, S= pJ Jopin SHRM. G E= (9:2, — X |e k) 0k -}}, 
RIK sup 范 数 上， 上 ,是 一 Banach 空间 . 取 适 当 小 的 pm>0, 令 研一 
{cE =: || a jace}. 由 
Cz, Ar CaCl) — @€e(0)))), k= 0; 

Cf Cole — 13), AT Ce, + 1p oR)))) ,E21 
| | (3) 

ELAI FX, X22. 直接 看 出 六 EC', 且 经 茶 些 计算 后 得 出 
Fa (xo = (Ẹ,0,0, 2), C0) © XX ZX XD 


+ 250 » 


Fir.) CA) -| 


(O,A5180)), &£= 0; 
PeCOr0 KBE) = {pe —1),ADB& +1), k> i,° 
(DP BES. 05) Woh || F,(0,0) SrA ma {| A, |, 
PAD | <1. Re, A cE 00.2), MAR Fino =s WR 
H C RR =l): Xi 5,600) = 0. & ola) =o, (2,) (0), ge 
CX, XS) .g(O=0. F RRM oe 合 于 定理 要 求 . 
PE g 00) =0. E Flr eol =al ot . 
F, (0,038 + F.00,0)0" (OE = a OÉ, 《6) 
其 中 EG XN. BSA C405) (6) 
Co CDEN = A,Co' COVEN CA — 1) = oe = APE; (7) 
Co COMED) == AODA +1) = ee 
= A" (o (06) CE + n). - (8) 
在 (8) 中 令 necio (OE) CE) = OCF E XN’ ADO), Ak @ (0) =0, 
Mig g (0) =o. 必要 时 适当 缩小 s, 不 妨 设 XIN. 
2 证 Grg CWO). CHEM Hor’ KOO) | <r (lE] Eb; 
这 结合 o' -fo? 一 0 知 对 小 的 上 站 有 中 st 人 6 所 ,因此 不 妨 设 
由 二 ae) 与 (3) 推 出 
ICEN) = fC ER — 1) = = fCE) C0) © X., 
这 表明 07 (Eg HICK EE XD, AK GrgCW:(0). 
SETARE R. 设 =l) y= y Ysy E Xa 
i y S i aye I 


PACS mf = NE E S +e) yh 
<(r+Ole—-yt aeea 
S lA. yd 二 RR E = fC o I, 
以 上 用 到 ricis. 由 此 得 
a= e fr yll ry) = AG) —- fy) ff. 


(9) 
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4 证 Grg Wi). B r= Car, en) E WEO) s y= Cr, sg CT) ) s A 
复 运 用 (9) 得 
We—yf <@7?-—H OD) er 一 全 下 
令 kwon fh} r=yEGrg. LI 
在 8.4.1 HAF, Cid. g) XIX. B-— CRA, 因此 W:(0)= 
Cid, g) Xi Æ X H C 子 流 形 , 它 在 x 一 0 处 以 X' 为 切 空间 (7.1.4). 
将 这 一 局 部 结论 过 沪 到 流 形 上 得 出 ;车 r 是 FE DiffCMD) 的 双 曲 不 
动 点 , 则 有 zo 的 充分 小 的 邻 域 V ,使 WiCrzo) 会 {z:07 Ce CVI 
M 的 CC FR Wi Cao TE ro 以 df Cro) BY Fak REF E iB] Jy 2 (Al. x 
进而 有 如 于 整体 结论 :. 
8.4.2 定理 Bak fe Dif CM) RY OX HR AR BA » 则 W' Caro) He 
MHC BA TRE CH oi EH. 
证 UWE 记 df(zro) 的 稳定 子 空间 , 取 充 分 小 的 >0; 以 Bid 
E 中 以 0 ow eR 8.4.1 知 有 六 的 C TREES RC ABR 
% :So-> Bis So 一 Wi(xo),V 是 ro 的 某 个 邻 域 . 令 S = 三 "So 则 
Wz) 二 UPS 全 a=—aPGso) Hag'=aPr’n' #2 C RR. 
AS Bik, 720), Be BAGS, ae W JEFA C HBS 
构 , 使 W'(zxo) 成 为 MM 的 C" RATRE. © C] 
以 土 讨 论 完 全 可 平行 地 移 用 于 W (zxo). 因此 , 若 x , 是 TE 
Di (A OR F a a WW BMC BA TRE. iA 
BERE; Wad zo 以 dr(zo) 的 不 稳定 子 空间 为 切 空 间 , 因 此 
W(x) BOW" Cr) ZE zo 模 截 相交 (参考 3 7. 1). 
现 将 以 上 结果 过 渡 到 向 量 场 . 设 是 M. 上 的 侣 向量 场 ,fz。 是 
的 青 点 .对 应 于 (1)(2) 有 
W298) = {x E MET) — r, 00)}} (10) 
W*(2,,6€) = {x E M: Cr) — rit —— œ). (11) 


由 Feder) = FdE, ode, Cro)) lpo = E (a Ez) 
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得 dê, (ro) 一 expte' (a) (BS 8.2.0. 因此 ,车 zo REO, 
则 ao Æ C” RRS, SRR AR. EB r RV EE ze 的 分 域 
Uy c€ 7:60 CV. TEW Crh), 4 t ÆR KRKA HI 
时 EC) = 6 4) E EaU CV WR rE W (20.8). RRKBR W 
Crp DCW (2056), Alt W ire E =W Crk. FRA 8.4.2 于 
J=, 得 

8. 4. 3 定理 wee M EAC 向量 场 ,zo BEM MAA, 
Win OB MBC BA TREE a US (zo) 的 稳定 子 空间 为 
切 空 间 . | 

自然 称 8.4. 3 PNW OWE ro 的 稳定 流 形 . 对 于 “不 稳 
RE BLE "W" (ro 可 类 似 讨论 ， 


$s MH A HL 


ATHORMENC ARB PHBE AWAN, p> os 
8.1.2). | 

A OY E R E E T SBE BY aE E H» A eA “Poincaré 
映射 "这 一 辅助 工 上 其 . 若 超 曲 面 SCaM 在 点 DET AT RRAZ 
BRE EDET S) WE S HEE zo ORM. HEE 2 的 
AHS ARKEA. A r ES LNG cE ER 
tr) > OC 必定 近似 于 p) ,使 得 EES BEC) SBE zo alaisi 

P, :V — 5 pti Ero CT) 

APES LORE ro 处) 的 Poincare RR. BR Prr 本 节 指 明 ， 
当 xo 是 户 的 双 曲 不 动 点 时 ,PP 在 xo 邻近 的 局 部 性 春 完 全 决定 了 上 
在 三 邻近 的 轨道 结 梅 ;而 对 于 三 的 局 部 性 态 的 描述 已 有 前 面 斤 节 的 
结果 可 用 . 

首先 建立 几 个 预备 结果 . 

8.5.1 HSE 车 Elm) A0 NAME BHA. PSO 
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Fee X RY EU dp flr)=e, 
证 OR ME xo MA ACV h), Ce) 0. D E e = dn Elro) 
0. 设 X¥—ReOY,. eR 
fae + y) = fo"). ER, y CY, 
则 是 天 的 某 个 0- Shi EKI C 映射 ,fC0) 一 0. 由 


d d 
pt GO) ln = dp, GF (a0) | =e 


5 fO =y yEY) 得 出 f (0O) =id, Bit f c= 0 AKAR Cr 
A. 取 r AE DS UCV, 9 f h WUE ME x, 
Stag plr =0, pU Æ X W ORR. Y EU, G (Zz) 一 te 十 yt 
R,vEY, m 
gE) = £9 e + y) = Bi fe + y) 

= Clb Cy) = Baa tly) 

= g(r + te + y) = te + Wx), (1) 
由 此 得 出 e= pE) |= dpa). g 

(DORH p Ok EHMED X PETT e 的 直线 . 因此 ,在 非 表 
ARHAR W FR BRR” CRW ZA hT. 

8-5.25/2 本 的 Poincaré HERR C RE APH ERE 
Fh Ft He. 

证 WSHrA x HRA. P Æ S 上 的 Poincaré RH. A 
E(x.) 0,HH 8.5.1 AA X=Re DY (e340) 5 C AK p: U—>IXB, 
U 是 zo OBR T=(—8.0e,.B BY 的 0- 分 域 ,使 得 ox) 0,9 2° 
EU dp Ele) =e, FRSA Hd XDE T E x. Ri wig 
4PEC ARDS, LH HE” ei g: XY 是 投影 . 设 P So 
上 的 Poincaré BES}. HEN Va M Por =ni, Cr) CEY), AK 
P= rh VEC s Pitat, P Va 可见 Po Ern HARBC AR. 
可 设 V。 BMA EV =SN V, 是 ro 在 3 上 的 邻 域 且 已 在 六 上 定 
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AV je CY ARR. 由 PIV =V PortVv Mi PE xo RA 
局 部 C WR, B P 5 P, ARHI. 1.5). 

设 S ETERA, P, BS, 上 的 Poincaré RH. KR 
zi 充分 接近 zx, 县 SiCU (否则 令 zi 沿 丁 和 帮 有 限 次 小 移动 ). 取 rE 
[0,6 1,4 m= E C) SUP, 2E_. PE, FED FE xy 处 的 Poincaré 映射 . 
AP ~P, i WRAP, P. 分 别 与 PP 局 部 拓扑 共 固 , 故 P 与 
P RRK HE. . C 

依 8.5.2 Z iE dP dP, Ce) DRR, AE stdP (zo)) 
AOE—-REMS zo RS 的 选取 无 关 . 这 引导 出 以 下 定义 : 

85.3 EX BPBIR x. SB Poincaré 映射 ,ze BP MM 
EEDA RE I Oy PR th BB | 

AFRRAARHRHSR TUES FMR. 相当 于 
3.2. 10 的 稳定 性 结果 是 : 

8. 5. 4 定理 WdimM< ~~, Ar E EM MAH MEPL 
局 部 CC 结构 稳定 , 即 对 的 任何 CC 近似 EER VO 与 
FIRE A:V—-V' A ORE BLA 7 PI. 

以 上 结果 本 质 上 是 8.2. 10 的 推广 ,但 的 构 作 有 一 些 技术 性 的 
困难 , 公 将 其 基本 思路 入 述 于 下 . 取 定 er BL E x, SERS, 
w P Æ S 上 的 Poincaré RA. APH ABC 结构 稳定 
C8.2,10), 且 了 对 的 依赖 是 C HAE BEC EL y 
ARAMAM I aU S HRi.A y ES 上 的 Poincaré PH P' 
2 PWC HM. HS 210,88 2 ES ENBMU RU EAB A, 
使 P' 上 二 AhP; £ FUERE EE BAP RACERS HA. 所 
需 扩 张 本 质 上 人 芋 助 于 上 与 ?的 流 完成 ;但 其 构造 网 节 颇 需 技 巧 ,其 详 
参看 [136]. | 

用 类 伏 的 方法 可 建立 8.4.3 MEL PAR: 

8.5.5 定 理 车 全 是 的 双 曲 闭 较 ,网 W* (TT) 与 wR 
8-1. OR MHC RATRE. (SOT RRA. 
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证 ROSES HBRVLS WELD = {2:07 《FT }, 

Wel) OF ik, WAT Me BA | 

WHE) = UE We) WP) = U EWED). 
因此 只 需 指 明 WE CR DU WTE M 的 C" RATE B# 
8.4.2 之 证 ). 

取 rer STH HRS. PES EW Poincaré RH. 
Wird =W (te P) WC SB ah. 8. 4 2, Wa) OWS 
的 C BATHE  ALFE ro RRHH, S 

Q = YEW 00), = EW" (a0) 
WQ 与 @Q, 是 M 的 Cr 温和 信子 流 形 ,二 者 沿 ARH EEA 
WEEDS WEMAS T E Q 与 QQ。 中 的 开 令 域 ,所 项 结论 由 之 得 

本 节 的 基本 甩 想 在 于 ,在 每 点 r Er E 沿 横 截 面 的 局 部 行为 由 
Poincaré BRAS Hai Ss T E Bh ae re BS OE A Fa 8 OP 
移动 ”. 


S6 1 维 半 动 力 系统 


以 下 三 节 讨 论 一 些 特 殊 的 动力 或 半 动 力 系统 ,这 些 系 统 以 其 在 
理论 上 富有 启发 性 ,或 以 其 独特 的 应 用 价 慎 ,显示 出 特殊 的 重要 人 性， 
首先 考虑 应 当 是 最 简单 的 1 维系 统 . 给 定 AEC(R) ,了 生成 半 动 
RSLS nO). A 60 年 代 以 来 的 一 些 出 人 意外 的 发 现 表 明 , 即 使 
初 看 起 来 如 此 简单 的 系统 亦 可 能 呈现 出 惊人 的 复杂 性 .第 一 个 惊人 
的 结果 属于 Sarkovskii, 他 的 结果 基于 自然 数 的 一 种 颇 为 背 特 的 序 : 
B57 Ker MAKER ADK EK EK I< 
we 2? KEXP KS KPPK. 
8. 6. 1Sarkovskii 定理 (1964) 设 PP( 户 记 上 了 的 周期 点 的 周期 
* 256 «= ~ 


2R. me PPCS) mn, Mf nE PPC. . 

要 说 明 S 6. 1 HRF SFR HRA. RBRHEMR FRA 
CRT. 

名 看 .2 推论 4 3CPP(/).MNCPPCS). 

这 一 特殊 结论 尽管 已 理 镍 于 Sarkovskii 定理 中 ,但 许久 未 引起 
注意 ,直至 Li 与 Yorke(114)F 1975 FEREN. 文献 [114] 因 其 首 
次 提出 浑 沌 概念 而 负 记 名. | | 

8. 6. 1 KEHEE WY E N T E S209). Fii 
AA H 8.6.2 的 证 明 . 

8.62274 BIS {zoyxzizs} 是 下 的 3 周期 轨道 ,其 中 = 
f(r) 22° fa) 适当 调整 编导 ,总 可 设 zo 之 之 Ts Roles | 
FT BRS. 4 K=([2z, id L=—La »Xe 1, BR LOK ,形式 地 记 
MOK. 类似 地 有 天 上 世上 工 . G 

a = sup(K NN f-'(a,)).b = inf(K N f(z), 
Aj =la b] K PME f(D) 二 工 的 最 小 于 这 间 . Bt Le 
ARAB M LCL, fGIY)=h. Hh ABE RCL: fd. 
vo, OO EH BD A LOL: FUT (nea). 于 是 
LC L= fd) = fd) = = fE). (1) 

由 (1) 易 推出 存在 TELNMFix 广 ,使 FEL CLOaisn—2), 
疡 -1(z)E LCK. 下 面 证 z 是 的 nn- 周期 点 ,n 守 2,n 隆 3( 注 意 由 上 
LERE LAFLA., Ai 1EPP( 门 不 必 征 ,而 3E€PP( 门 为 已 
知 ); 为 此 只 需 证 fa Osixae-—DEF AR. WEA FEO 
r= AEA] P02) € Cr o Oin, SOLE Cros) 
的 周期 必 为 n). 着 3 不 整除 x#, 则 荆 作 Fix 广 一 名, 这 推出 上 OCr) 人 T= 
A. E3 Aen Wns PRODI OT=OC SRK rer. HRS 
导出 矛盾 ). ou 

， 下面 通过 实例 来 展示 1 维系 统 可 能 有 的 复杂 性 . 看 来 很 简单 的 
Ba | 
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f(a) = pe — r) ER | (2) 
(zz0 为 参数 ) 已 足以 说 明 问 题 , 尽 管 估 形式 土 看 SRE ie Be aE 
线性 的 ”. 下 面 和 的 讨论 要 反复 用 到 以 下 简单 命题 : 

8.6.3 5/32 SEC CR) fla) = agso Caste) oly = (rob), 
aan <b. FE SAUCY rE lif DCI Gly. WY «eh: 
Pixtal P@ seal. E FDC, Y rE hf <1 G@)> 
1] WY rE Ref Ce) col f(z) 4 63. | 

V eo. f, SRA 0 5 r1- a O p= oz, ~0). 
F ADS g, f Ka S2 p A Opec 时 0 与 2, lA Fe A 
与 斥 点 ;用 8. 6.3 得 本 (0)( 一 厂 '(0, 六 ) FADS (ye). ER 
\Daee II]: 产 (rr 一 co 一 coop 时 0 是 六 的 斥 点 :1<A< 3 
时 zx, 是 fa PR Ae 8 时 r, BA. oe M flre) = 
fC—oo ,0)}=(— 0,0), HEC OA fz) > bs RY ITER 
J: filr) — oln), 可见 上 只 需 考 虚 .|J. 用 8.6.3 78 we y 
=] 时 WOO) =d H laaa h Wera) = (0,1). 

真正 复杂 的 情况 出 现在 产 越过 3 了 以 后 - 对 于 3 一 pcd 有 以 下 结 
论 : 令 3 E we in Bye ye OS 有 ATP AMS EPR 
个 是 fa 的 2- 周 期 点 ;又 存在 Ha> Hrs 当 fa Ms 时 fi 有 8 个 不 动 
点 ;其 中 4 个 是 的 #4- 周 期 点 . 如 此 得到 序列 16) ;一 jie 二 
3. 569945672; 4 y Bok pe 时 /的 周期 点 无 限 增 儿 . 

当 疡 趟 过 4 之 后 有 一 些 更 引 人 的 结论 . 

8.6.4 定理 若 #>4, 则 存在 了 的 完备 称 琉 子 集 ARA 
Cantor 集 ), 使 得 CCA;Y 了 和 有 ACE 一 一 ca 一 cc)。 

:证 AES Sefe AJAD Spul 故 有 一 中 心 在 
1/2 的 开 区 间 Ags {AD> INA. 由 互 不 相交 的 闭 区 间 ZT, 组 成 ， 
FOD=JG=0;1), 令 Ay=J ff (Ae) Bl A, 由 两 个 分 别 售 于 Toot 
的 并 区 间 组 成 . 归纳 地 ， | 

A, SÈ J N POCA DCA U Are U As) 
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2” 个 互 不 相交 的 开 区 间 组 成 . 令 4 一 . 八 UTA， WR A 是 完备 
R, SACAN TERM: f") — oo (nco), & F AME A WB 
集 . 只 就 >t v5 的 情况 证 明 ; 当 caut v5 E A E ae 
些 . 直接 计算 可 验 知 在 INA, EIS i j> AE ADL A E 
LF Go| >A Co) [ae ASERR, WAL yy JCA r<y, 
TEH HAERERE n AIOE N Sr eyl. 
HFA. © H 

考察 8. 6.4 ERER OSH y 一 x 至 少 交 2 次 ， 
这 推出 f, 至 少 有 2 个 二 周期 点 AA, BA RB h Perf, =A 
4). 

8. 6.5 定义 BM ARBRE A. SCCM, M). 车 对 任何 非 空 开 
集 U,VCM,I a>0: VNLUÆAØ owe fe TES. BA e> 
. Os SHES GEa 与 了 的 邻 域 六 ,3 EVel: d Cr), f ae, 
则 说 了 敏感 依 粮 于 初始 条 件 . E SF ibaa a T H R 
HPerf =M, Win f RENA. 

注 若 上 有 一 稠密 罗 道 , 则 了 必 拓 扑 可 迁 . 

8.6.6 定 理 BS IRQ) Bema V5 Se BE AGRE. 64) 
ECEE. 

证 C$ Per fh. =A BR OO<Ce<mesA. Cid BK 8.6.4 Zi) = 
z yEAsr<y MHEG, y) POA AM RRB, RK BI nl. 
FCDA Fe Cy EE A BPM, Bi | fe) faa te. BRS, 饶 
感 依 束 于 初始 条 件 . 其 次 ,可 指明 SRA PR RRO RE 
RODE 5A SY A) ef, FE A LERN. CI 


| 3 7 平面 动力 系统 
SELER 中 的 动力 系统 . 这 类 系统 具有 较 好 的 性 质 主要 有 吉 


。 359 。 


8. 7. 1Jordam 曲线 定理 RPP Jordan 曲线 ( 即 S) 的 同 
钙 各 ) 的 补 集 是 互 不 相交 的 两 区 域 , 即 曲线 的 内 部 与 外 部 . | 

H Jordan 曲线 定理 在 球面 .3$: 上 亦 成 立 . 实际 上 ,本 节 结 果 亦 
适用 于 球面 动力 系统 ， 

以 下 给 定 C aE E ACR =R. E ren, r=), 
Or) =0C2,€);0t Cr) err Se ih E. & E= {a Eir) = 二 0}. FRB L 
为 上 的 规 线 ,车 Y TEL: L5 MORK. ERT RREA 
本 的 辅助 工具 ,有 关 它 的 性 质 汇 集 于 下 : 

8.7.2 命 是 设 工 是 的 截 线 ,TENM. OLNE Ø; GDA O 
NLA, BOM KA MFR L; Gi HAE LS T= 二 x(t) 所 
Lyi 112535) ey <i MM 2. € Le. as hk inad lL BSE A. 

证 《ifii) 是 明显 的 . 

Gi FMR tE Gt) ce OEL FHA zi 至 zs 的 一 段 轨道 
与 线段 [ziyzs]j 一 起 组 成 一 闭 Jordan 曲线 T BER za 处 上 zs) 指向 
r OS AIR. BT 外 [内 -部 的 轨道 不 能 进 人 r BAU TE 故 必 
Tz Lr ,Ts]. 

tiv) 设 w(t) 人 门 工会 两 点 yx B yr WETH RR U,V. 因 
Or+iz) 无 限 次 进 人 TV, 而 据 8.5.1 BRA ULV a 
工 , 这 就 必然 会 与 已 证 的 单调 性 结论 冲突 ， -O 

以 下 是 美 于 平面 动力 系统 前 基本 定理 . 

$. 7. 3Poincaré-Bendixson 定理 ił z€ 2,0Q) 8 OM RF 
£. (i) 若 Eflwtz) = Ø Bil wor) ds — AR GDR wc) = {y}, M 
a yE EQ), Gi) AZ EN ele) = {trt Tanaw 
Cr) dE -F-E wz )\A 由 至 多 可 数 条 轨道 组 成 ,其 中 每 条 两 端 分 
别 赵 近 于 APRA. 

证 OER yEu(s) SM OC AAAH we) =O). A 
wN RARER. HOW) Calr), Mi Ay Calar). ER zee 
Cy) ECE, FEB 8.5.1 Me See MRR L. A 8.7-20WF w 
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CO NL= {iz} MT OGD NEC {2}. A Ot (ly) 无 限 次 到 达 z 邻近 ,从 
而 无 限 次 经 过 z, 故 O(y) 为 闭 轨 , 设 其 周期 为 p. 到 t,o, z= 
EdE Tr B te POEL. 由 流 的 连续 性 推出 t+1 一 
top REO ERE BH IE w) I<, i 标准 的 
Gronwall 不 等 式 论 证 可 得 出 
lz, ft) — 2(t)| Sela, — zi/(0 Sts 2p), 
这 与 Ze ote te p 一 起 推出 alr) COl), 因此 < wr)=O(z)= 
OCy) ,oCr) AA. 

《17 是 明显 的 . 

Gi) A ar) EC. 1.2), REF AA. (ER yOu 
GARE zE oly) \Es RD Ag EK THE h oa) =O(z), t w 
(NEA EB. 因此 wy) CE Qel) =A. r€ wly), BI 必 w 
(D= {zi} + BRUT z 的 某 个 小 邻 域 UU,O'Cy) 无 限 次 穿 过 紧 集 aL, GK 
得 出 wy) 们 可 /短信 ,与 wly)CCA FB. FEB yea 
co). ER yer EAG eo). 车 工 二 zp 则 工人 OCy)U {zi} 是 一 
fl Jordan M&A ABA RH. BSS TRE. SX 
zi, 则 OC) ID GF e 与 z EP. 否则 有 轨道 OCu) 
Ceolr) ult) ul t)r (to) CLO Cy) UO) U {a:t E 
一 逆 Jordan 曲线 . W E MABE LVL. yE Liaw Ly. Ot (ao) HEE 
LFS 4; 后 交工 于 点 ,不 入 说 a,5 SECAR. Be 到 5 的 一 段 
HIN SAB ya], [bu] Ot a) Ot Cy) 52; 一 起 梅 成 闭 Jordan Hh 
KW Ot (2) REA K 之 内 部 ,这 与 2; C02) FR. 综 上 所 证 
得 出 全 i). LJ 

在 oe LES FE HH F ,8. 7. .3 概括 了 所 有 的 可 能 
性 . 不 过 ,wlz) 亦 可 能 含 无 限 多 个 奇 点 ;这 种 情况 不 拟 讨 论 . 

QO MMA. 可 用 85 中 的 方法 研究 卫 . 不 过 , 太 是 平面 闭 
Jordan 曲线 这 一 事实 引导 出 一 些 特殊 的 概念 与 方法 . 人 性 给 e>, G 
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N.Y) = (2:2 ÆT SOAR dtr.) <e}. 7 

BY 2>0.9 8 0,Y cE NI): OT (DCN, A oad =F], A 
说 三 外 俩 轨道 稳定 [外 人 出产 近 轨 道 稳 定 ]. ee AE) 
WERE. 

8743 Br=OORf HAR BARC AT A, Aj E 
CAAA. | 

MEO f= Cae) eG = (2,2) Cee ae), 
I (0) 一 v(x()). 设 pp 是 人 矿 前 周期 .着 在 局 内 无 奇 点 , 则 


$k PE. | 口 

8.7.5 定理 对 § HH CHORES: 外 侧 渐 近 
WHBEOCRE TARKA y r=). GB HMABBE 
而 非 渐 近 稳定 MY o> 0N, DAS AE RTO RL. 

EZ ORC SHoty) ,yy 在 本 之 外 部 . Re its WRAL wz 
E wl y) E too. y = ya JE Ls yer: PEE cE Gah ye 
Le 从 yy 到 yee BLE Lye yar BARA Jordan HAT, 
LLG, BL, 2 ARB. S D, =G Gr AE E2>0+ 取 n FED AK AE D.C 
NAB EQ US AHS. W i> HRD CENA). WEE 
Das EOC y). QT i FE Coen yee HEA Der 否则 GO GID, 
8.7.30) EB oCo) AB, Bole CD, 8.7.4 推出 w(z) 内 部 
BEAR BS END =H OR. AK OTR RRMA BT D 
(>a), AR wtz) =r. SRT AMER. 逆 命 题 不 必 
GDIR ENN. T=. R y tE OCN a T, W EN w 
G)= 2. &.7.3G) «69 5 BR. EEN G) eo Ar, FB w 
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Cy) 是 N. CO AS PARAL. © O 

注 对 于 了 工 的 内 侧 轨道 稳定 性 ， 显然 可 建立 与 3. 7.5 相对 应 的 
结果 ， 

A ID ERRAL E H De, 六 为 极限 环 ; 称 内 外 两 
侧 皆 轨道 稳定 的 极限 环 为 稳定 极限 环 .由 8.7.5, 稳 定 极 根 环 必 ( 没 
侧 ) 淅 近 轨 道 稳定 . 以 一 替代 ,可 得 出 不 稳定 概念 及 相应 的 结论 . 

现在 结合 运用 5 中 的 方法 . 设 卫 一 Ofzo) 是 过 的 闵 轨 , 取 上 过 
to BRE LL ESAS Rs Ba WH sHOH PRL ER 
Poincaré BAST, MW s—0 HP RM RoR. PP’ CODD. 据 8.5.3, 4 
P’(0)40,1 Hf r ARR. RK, BR OBR BRS 是 PP 
立 不 动 点 .下面 给 出 用 户 的 导数 判定 荆 为 稳定 或 不 稳定 极限 环 的 方 
法 . . 
8.7. 6 ER Heer 足够 大 , OF POLIC o>], 
则 厂 是 稳定 [不 稳定 j 极 限 环 . GOS P' (O—1,P°(O=0l<i< 
£),P'(0)40,2>1, 04 k HAR POO)OlP om >on rs 
稳定 [不 稳定 极限 环 , 当 上 为 候 数 时 了 是 半 稳 定 极限 环 ( 半 稳定 意 
De tt WBE NTETE). 

证 《直接 由 8.5.5 推 出. 

Gi) POA s=0 处 展开 


Pis) =s +; pPoO + OGs*), 


Hien Al s=0 encxKma. AN r EERI. A k YEA., A sgn 
(P(s)—s) =senP™ (Odsgns¢|s| ARM FÆ PPOP 
M>] r BEL LTRE] Æ AR WN s A sgn OT 
s)=sgnP® (0). TE r FAE. L 


$8 单调 系统 


近 十 多 年 来 ,具有 明显 生态 与 经 济 学 背景 的 “单调 动力 系统 ” 受 
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到 广泛 注意 . 主要 由 于 Hirsch Smith A M fe CRN 72~ 74, 169~ 
173D EX-FRAURT -BARABR.AVPREWVE BABS 
加 以 初步 概 揪 . 

RX PORE KK. SARS BSC HCKI2L REC A 
RSE. QCXY Vid E= {2:22 = 0) .2@) =6 (27), Of2)=0G, 
E) Ot (x) ,wlz) 等 仿 此 . 

.3,1 定义 Eray tc yvoORERN raya) 
rO KyO] i 6 PROM WIR. Res 为 单调 [ 强 单调 ] 

以 下 是 单调 系统 的 两 个 重要 例子 . 

8.8.20 设 é=(6)ECHR',R"). 今 指明 单调 时 VY ER": 
&' Cz) 本 性 非 负 ( 即 其 非 对 角 线 元 非 负 ). 首先 ， 车 单调 ,到 定 tE 
R", 令 Mw) =F (2) 


Mhk = Sete + sk) lemo > OC > 0,48 E R4), 


可 见 MOSO). WH MCO)=I,2 Ge =M’ (0) BA 8. 2.10 
知 E Co APESE ft. 其 次 , 没 Y LERE COKER r VER 2s 
y. 取 充 分 小 的 >0, 令 fitere (lhu DER M OB. 
IVP 
u’! = &(uz},u(O) = y + e 
的 解 .注意 x (0) = ry tee= y 0). 对 任何 使 ay OREAK 
20,08 2O<y OQ) SMA coo. E LO Oy), ME 
SGA niey) AR z Gey iG). 3- AR eyo 
zr), 
gy (= EO m) +e> Lt) 


A 4 
= Cer) + | E Ceir) + swjuds 
a . 
= E.(rit)} = za’ Ct $ 
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45 . MAE rZ ahe eyo TOKIO USO), ay pL E 

单调 的 ， 

BRR SR TUE AV ERE (2z) 本 性 非 久 且 不 可 的 
《2. 3- 1), 则 上 是 强 单调 的 (和 多 [170]j7. 

8.8.3 it 和 一 CC 一 ”， 0],R"), Xa =C r0] RE) sr 0 
是 给 定 的 , BECC, R") 满 足 条 件 

(CN PEX, we Xs H u (0) =0 Ay f’ pu. SEACE E N 
RMD AB IVP 的 解 (参考 [i69]) : 

x = fird = pe X, 
SWH E BX ERBERK. BCX gapi ye 
EDEL- r MEER. & F=f tte, =t eee W 83 2B oC) 
E IVP*2! M =S C) r= p E. ER E 00,0) SPD BY e> 
0, yO Elro jÆ. BA rE 0.0], HAV cE (0.7); 
IOE WERE A 2 (O=y(r) Be’ OSy oo. A-A, 
u(y)! — 2) 20,4 (0-0, FRR 
yO = filed) +e > fy 


= fir) + fr (a, + sujuds > rx! (r), 


AFG. 7 可 见 Y 2€ [0,0]; tH<y¥@). > 40 RAS o>p, 得 出 
 2W<y(¥ tE [0,0]. 

8.8.4 定理 (Selgrade,1980) HEE BMT OG. Æ Eliz 
[ECz)<0], 则 x(t) ZE e220 Bt 

证 OE (2) 20,2220, Bj 


z= drg +s) Famo. = TEGO) | 
= Ei tr)! (0) = EOFT) 
= TE 十 s&(x)) Jamo 20 
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这 得 出 ac C2) BA. EC <0 的 情况 可 类 人 羽 处 理 ， O 

Lh ERAH, BR SOB PE 2 E ee. 
这 一 事实 被 称 为 K REE? EE EC PE O E E R A 由 8. & 4 
直接 得 出 : 

8.8. 5H Re RH. A r&y S0 mi Ot (2S y, 
wry. Brie FC) 0. W OO Cr) Sew) Be. 若 = 
E(2) 20,8(y) M enol Sy. 

8. 8.6 引 理 RERO DEA 的 紧 子 集 . MDF wz) 非 闭 
1,5) Of 2H RAK<A KAA. Gio) p RARAN. 

证 (站 没有 0 和 :之 ty 使 Xz) 之 zx(T) AR s= OCG MRA ats) 
ix). AEE TT kH ITO), 于 是 下 雪上 志 7) 人 全 (天 
co), H y= yr). SUE w(x) 一 中 (y). 显然 OG) Cw lr). YY 
wlr), 设 rle) alioa). A i t =k H ssk; EZs.8+s€ [oir], 于 
是 ra) =F, (eh) 8, Cy) = 9G). cy) EOC). 

GDF w(xz) 中 有 依 安 相 关 的 点 , 则 DO+ (rz) 中 亦 有 依 科 相关 的 
点 ,不妨 设 eMac) co. 由 已 证 之 (有 wr) 二 OC(y) y= yr). 
E Oo oA EE Bie A ARO OG) =—(y} BaF 
盾 . | oO 

8.8.7 择 一 定理 (Hirsch,1985) i E RAW tay OTOA 
OGE AH RFR, wy 以 下 命题 两 择 一 : (P) ol) <aly)s 
(Quld =w ty CCE, 
| 证 首先 设 wlr) = wy), iE wlr) TE. 设 hoo, ru, 
yiu BR use. A uou ill uO Ko G0) ;但 ev 
ar), 5 8. 8 6GDF A. 因此 w=v. Y t20, A ry) 于 是 对 充 
Spi 608 ratya), A clatit+Oayats 这 推出 
w+ Sue). AB Kute), Ait w(t) 二 wuE E. RIES wr) 
CE. | | 

其 次 设 (QJ 不 真 ME wld Kwly) AE or) Lely), iE 
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《P) 必 为 真 . 分 以 下 几 个 步骤 : 

IR raD uE wely) yu € oly) sty oe, 必定 a 
v, PE uo GWAR ule) 06) t> 0), STE OT GSAT o 
Div) a É Ot Gode WARAKA OO, HELO r] wiv. Av 
EOtDCR M EoD KV E lOr ju ouu l HOE. 
于 是 j e>0,y tE (0,r+e]: “uA +A<vM), Ait i 十 让 二 yD) (Ck . 
充分 大 ), 这 推出 uv(1EL0,r 二 6]) ,得 出 矛盾 . | 

2° 证 wu) Koly) serv REBLE Ay wu) Kv B 以 DR 
v) FÆI r>0wu) Ky) MAN tr: wm Kya), 这 推出 olu) 
Loly). we olu) Koly) RAWI z€ eG oly : Ku T 8. 8.6 
GO AFB). FAG, GO) fF AU ola Cay). . 

3° 取 zEwlw). 由 zwly) 推 出 有 roo: a(r)<Kaly), ot A 
出 oe Sely). BE oC) <Cely) CRRA ge ale) wy) 2K. 5 
8: 8. GGD FB) ;从 而 orderly), Bl CP) ae. - - L 

8. 8. 8 ÆI (Hirsch, 1985) 2 X=R', f RAH, E T, W= 
{x:0°G@ICO KB} " 则 对 几乎 所 有 zew,% toot zA F E 
中 某 点 . 

证 注意 工 (一 下 oo 人) 一 人, 念 

Q=(rEew i Vu € Ewr) A wh}, 

今 证 mesQ 一 0. RE ODO HER PTF v WHR LLRCKHSER, 
SE LQ 可 数 (由 此 及 Fubini 定理 得 mesQ=0). Y rEW, H wlr) 
连通 而 ETH, M oe) CE>r EQ. AM r yELNQ Ky 时 必 
w(x) Key) GH 8- 8.71). BH (ol): cE LNQRK HAR. 
Y cE LNRM Eola) ELA 不 可 数 , 则 必 有 yELNQGEL 
NQ >u, BBE ry, 这 推出 w(y) 志 wy; 从 而 wty) 一 {xw,} ,这 与 
yEQ AH. - ‘a 
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